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序言 


最 优化 是 人 们 在 工程 技术 .科学 研究 和 经 济 管理 等 诸多 领域 中 经 常 遇 到 的 问题 . 结构 设 
计 要 在 满足 强度 要 求 等 条 件 下 使 所 用 材料 的 总 重量 最 轻 ;资源 分 配 要 使 各 用 户 利用 有 限 资 
源 产 生 的 总 效益 最 大 ;安排 运输 方案 要 在 满足 物质 需求 和 装载 条 件 下 使 运输 费用 最 低 ;编制 
生产 计划 要 按照 产品 工艺 流程 和 顾客 需求 ,尽量 降低 人 力 、 设 备 , 原 材料 等 成 本 使 总 利润 最 
高 . 可 以 预测 , 随 着 科学 技术 尤其 是 计算 机 技术 的 不 断 发 展 ,以 及 数学 理论 与 方法 向 各 学 科 
和 各 应 用 领域 更 广泛 、 更 深入 的 渗透 ,在 21 世纪 这 个 信息 时 代 , 最 优化 理论 和 技术 必 将 在 社 
会 的 诸多 方面 起 着 越 来 越 大 的 作用 . 

解决 实际 生活 中 优化 问题 的 手段 大 致 有 以 下 几 种 :一 是 靠 经 验 的 积累 , 赁 主观 作出 判 
断 ;二 是 做 试验 选 方案 , 比 优 劣 定 决策 ;三 是 建立 数学 模型 ,求解 最 优 策略 . 虽然 由 于 建 模 时 
要 作 适 当 的 简化 ,可 能 使 结果 不 一 定 非常 完善 ,但 是 它 基 于 客观 数据 ,求解 问题 简便 、 经 济 ， 
而 且 规模 可 以 很 大 (将 来 会 越 来 越 大 ): 人 们 还 可 以 吸收 从 经 验 得 到 的 规则 ,用 实验 不 断 校正 
建立 的 模型 . 随 着 数学 方法 和 计算 机 技术 的 进步 ,用 建 模 和 数值 模拟 解决 优化 问题 这 一 手 
段 ,将 会 越 来 越 显示 出 它 的 效能 和 威力 . 显然 ,在 决策 定量 化 .科学 化 的 呼声 日 益 高 涨 的 今 
天 ,数学 建 模 方法 的 推广 应 用 是 符合 时 代 潮流 和 形势 发 展 需要 的 . 

最 优化 理论 ,模型 与 方法 所 包含 的 内 容 很 多 ,国内 已 出 版 了 不 少 教材 和 专著 介绍 其 各 个 
分 支 .但 是 ,一 方面 ,近年 来 发 展 起 来 的 .有 着 广泛 应 用 背景 的 规划 模型 (如 随机 规划 、 模 糊 规 
划 等 ), 以 及 一 些 已 经 为 许多 人 采用 、 受 到 广泛 关注 的 优化 算法 (如 模拟 退火 算法 、 遗 传 算法 
等 ) 还 缺乏 详细 和 系统 的 介绍 ; 另 一 方面 ,一 些 偏重 优化 理论 和 方法 的 教材 ,其 要 求 难以 与 工 
科学 生 的 数学 知识 衔接 ,也 缺少 对 于 应 用 来 说 十 分 重要 的 建 模 过 程 和 软件 介绍 ,而 一 些 比 较 
通俗 的 运筹 学 教材 , 则 在 加 强 理论 基础 ,适应 学 生 将 来 从 事 科研 工 作 需 要 上 考虑 较 少 . 这 套 
教材 试图 弥补 以 上 两 方面 的 缺陷 ,力求 体现 下 述 特点 : 

1. 内 容 既 包含 传统 的 线性 规划 与 非 线 性 规划 等 部 分 ,又 纳入 有 广泛 应 用 前 景 的 随机 规 
划 和 模糊 规划 ;在 传统 内 容 中 , 既 注 重典 型 的 数学 思想 和 方法 的 系统 叙述 ,又 引入 丰富 的 建 
模 实例 . 

2 数学 基础 既 与 工科 学 生 所 学 知识 衔接 ,又 考虑 到 研究 生 阅 读 文献 ,从事 科 研 工作 的 
需要 ,适当 提高 理论 基础 的 起 点 . 

3. 对 一 般 教 材 介绍 的 诸多 算法 进行 精 选 ,配合 介绍 一 些 应 用 软件 ,并 引入 近年 来 迅速 
发 展 的 若干 新 算法 . 


1 序 言 


本 系列 教材 将 陆续 出 版 , 首 批 四 册 为 (线性 与 非 线 性 规划 》《 网 络 优化 )《 现 代 优化 计算 
方法 )《 随 机 规划 与 模糊 规划 》. 
由 于 水 平 有 限 , 书 中 难免 有 缺陷 和 错误 ,诚恳 希望 读者 予以 批评 指正 . 
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前 言 


我 们 生活 在 一 个 网 络 社会 中 . 从 某 种 意义 上 说 ,现代 社会 是 一 个 由 计算 机 信息 网 络 、 电 
话 通信 网 络 .运输 服务 网 络 .能 源 和 物质 分 派 网 络 等 各 种 网 络 所 组 成 的 复杂 的 网 络 系统 ， 网 
络 优化 就 是 研究 如 何 有 效 地 计划 、 管 理 和 控制 这 个 网 络 系统 ,使 之 发 挥 最 大 的 社会 和 经 济 
效益 . 

网 络 优化 是 运筹 学 (Operations Research) 中 的 一 个 经 典 和 重要 的 分 支 ,所 研究 的 问题 
涉及 物资 管理 .经济 管 理 ` 工 业 工 程 、 交 通 运输 .计算 机 科学 与 信息 技术 、 通 讯 与 网 络 技术 、 控 
制 论 及 军事 运筹 学 等 诸多 领域 .因此 学 习 一 些 有 关 网 络 优化 的 基本 知识 , 对 许多 专业 的 学 
生 和 许多 领域 的 科技 人 员 .管理 人 员 都 是 相当 必要 的 . 

本 书 系 统 介绍 了 网 络 优化 的 基本 模型 和 基本 算法 . 在 基本 模型 方面 , 主要 介绍 树 的 
问题 (包括 最 小 树 、 最 小 树 形 图 、 最 大 分 枝 ) .最 短路 问题 .最 大 流 问 题 、 最 小 费用 流 问 题 和 
匹配 问题 等 ， 在 基本 算法 方面 ,由 于 处 理 上 述 这 些 问题 的 算法 非常 多 ,而 且 新 算法 还 在 不 
断 涌现 ,从 大 量 算法 中 选择 哪些 典型 算法 进行 介绍 本 身 是 见仁见智 的 事 , 我 们 只 能 有 选 
择 地 介绍 其 中 部 分 算法 . 我 们 既 介绍 一 些 比较 经 典 的 算法 ,也 介绍 一 些 比较 新 颖 .实用 的 
算法 . 

本 书 由 7 章 组 成 . 第 1 章 为 概论 , 主要 介绍 图 和 网 络 的 一 些 基本 概念 .图 和 网 络 在 计算 
机 上 的 表示 方法 ,并 初步 介绍 计算 复杂 性 理论 . 第 2 章 介绍 关于 算法 的 一 些 基本 知识 ,包括 
计算 复杂 性 理论 .近似 算法 .整数 规划 ,动态 规划 ,以 及 一 些 常用 的 网 络 搜索 算法 等 .第 3 章 
到 第 7 章 分 别 介绍 树 的 问题 .最 短路 问题 .最 大 流 问 题 .最 小 费用 流 问 题 和 匹配 问题 ,这 是 网 
络 优化 的 基本 内 容 . 

本 次 成 书 过 程 中 参考 了 大 量 国内 外 有 关 文 献 和 教材 ,并 对 内 容 进 行 了 进一步 的 筛选 和 
扩充 . 我 们 希望 本 书 能 适合 于 各 个 层次 的 读者 阅读 . 对 于 数学 和 计算 机 等 理论 性 要 求 较 高 
的 专业 的 教学 ,最 好 能 讲授 本 书 全 部 或 大 部 分 内 容 , 并 要 求 读者 在 学 习 本 课程 之 前 已 经 掌握 
了 线性 规划 的 基础 知识 . 我 们 希望 不 仅 能 让 这 部 分 读者 了 解 各 种 网 络 优化 算法 的 基本 思想 
和 基本 理论 ,而且 能 了 解 一些 实 现 技巧 并 学 会 算法 的 复杂 性 分 析 方法 . 在 各 章 的 练习 题 中 ， 
我 们 还 配备 了 一 定数 量 难度 较 高 的 题目 作为 对 书 中 讲授 内 容 的 扩充 . 对 于 其 他 理论 性 要 求 
不 太 高 的 专业 的 教学 或 不 太 关 心算 法 复杂 性 的 读者 来 说 ,可 以 在 阅读 中 略 去 部 分 理论 内 容 . 
对 于 只 想 对 网 络 优化 有 所 了 解 或 只 希望 从 本 书 中 查询 一 些 具体 算法 的 读者 来 说 ,完全 可 以 
略 去 全 部 的 理论 部 分 , 而 只 了 解 相应 的 模型 和 算法 就 可 以 了 . 

自 2000 年 以 来 ,笔者 以 本 书 为 教材 在 清华 大 学 讲授 研究 生 课程 “网 络 优化 ”. 在 此 期 间 ， 
得 到 多 方面 的 反馈 和 宝贵 意见 . 在 此 基础 上 ,我 们 对 本 书 的 结构 和 内 容 进 行 了 一 些 调整 和 修 


V 前 言 


改 . 在 第 2 版 中 增加 了 算法 基础 一 章 , 介 绍 一 些 准 备 知识 ,包括 复杂 性 理论 .近似 算法 及 一 些 
常用 的 算法 .第 1 版 中 的 整数 规划 和 动态 规划 两 章 不 再 作为 单独 的 章节 出 现 , 一 些 相关 的 内 
容 安排 在 算法 基础 一 章 . 

最 后 ,对 我 们 家 人 的 理解 耐心 和 支持 表示 由 庄 的 谢意 ! 由 于 我 们 的 水 平 有 限 , 奶 请 读 
者 对 本 书 的 不 足 之 处 提出 批评 指正 . 


谢 金 星 那 文 训 王 振 波 
2009 年 春 于 清华 园 
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第 1 章 概 论 


我 们 生活 在 一 个 网 络 社会 中 . 从 某 种 意义 上 说 ,现代 社会 是 一 个 由 计算 机 信息 网 络 . 电 
话 通信 网 络 .运输 服务 网 络 .能源 和 物质 分 派 网 络 等 各 种 网 络 所 组 成 的 复杂 的 网 络 系统 , 网 
络 优化 就 是 研究 如 何 有 效 地 计划 、 管 理 和 控制 这 个 网 络 系统 ,使 之 发 挥 最 大 的 社会 和 经 济 
效益 . 

网 络 优化 是 运筹 学 (Operations Research) 中 的 一 个 经 典 和 重要 的 分 支 ,所 研究 的 问题 
涉及 经 济 管理 .工业 工程 .交通 运输 .计算 机 科学 与 信息 技术 、 通 讯 与 网 络 技术 等 诸多 领域 . 
本 书 中 将 要 讨论 的 最 短路 问题 .最 大 流 问 题 .最 小费 用 流 问 题 和 匹配 问题 等 都 是 网 络 优化 的 
基本 问题. ， 

本 章 主要 介绍 网 络 优化 问题 的 一 些 实际 例子 以 及 图 与 网 络 的 基本 概念 ,初步 介绍 计算 
复杂 性 理论 ,为 后 续 章节 的 学 习 黄 定 基础 . 


1.1 网 络 优化 问题 的 例子 


我 们 首先 通过 一 些 例子 来 了 解 网 络 优化 问题 . 

例 1.1 公路 连接 问题 

某 地 区 有 若干 个 主要 城市 , 现 准备 修建 高 速 公路 把 这 些 城市 连接 起 来 , 使 得 从 其 中 任 
何 一 个 城市 都 可 以 经 高 速 公路 直接 或 间接 到 达 另 一 个 城市 . 假定 已 经 知道 了 任意 两 个 城市 
之 间 修 建 高 速 公 路 的 成 本 ,那么 应 如 何 决定 在 哪些 城市 间 修建 高 速 公 路 ,使 得 总 成 本 最 小 ? 

口 

例 1.2 最 短路 问题 (shortest path problem,SPP) 

一 名 货柜 车 司机 奉命 在 最 短 的 时 间 内 将 一 车 货物 从 甲 地 运往 乙 地 . 从 甲 地 到 乙 地 的 公 
路 网 纵横 交错 ,因此 有 多 种 行车 路 线 , 这 名 司机 应 选择 哪 条 线路 呢 ? 假 设 货柜 车 的 运行 速度 
是 恒定 的 ,那么 这 一 问题 相当 于 需要 找到 一 条 从 甲 地 到 乙 地 的 最 短路 . 口 

例 1.3 运输 问题 (transportation problem) 

某 种 原材料 有 M 个 产地 ,现在 需要 将 原材料 从 产地 运往 N 个 使 用 这 些 原材料 的 工厂 
假定 M 个 产地 的 产量 和 N 家 工厂 的 需要 量 已 知 ,单位 产品 从 任 一 产地 到 任 一 工厂 的 运费 
已 知 ,那么 如 何 安排 运输 方案 可 以 使 总 运输 成 本 最 低 ? 口 

例 1.4 指派 问题 (assignment problem) 

-家 公司 经 理 准备 安排 N 名 员工 去 完成 N 项 任务 ,每 人 一 项 . 由 于 各 员工 的 特点 不 
同 ,不 同 的 员工 去 完成 同一 项 任务 时 所 获得 的 回报 是 不 同 的 . 如 何 分 配 工作 方案 可 以 使 总 回 
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报 最 大 ? 口 

例 1.5 中 国 邮递 员 问题 (chinese postman problem,CPP) 

一 名 邮递 员 负责 投递 某 个 街区 的 邮件 . 如 何 为 他 (她 ) 设 计 一 条 最 短 的 投递 路 线 ( 从 邮局 
出 发 ,经 过 投递 区 内 每 条 街道 至 少 一 次 ,最 后 返回 邮局 )? 由 于 这 一 问题 是 我 国 管 梅 谷 教授 
1960 年 首先 提出 的 ,所 以 国际 上 称 之 为 中 国 邮递 员 问 题 . 口 

例 1.6 旅行 商 问题 (traveling salesman problem,TSP) 

一 名 推销 员 准 备 前 往 若 干 城市 推销 产品 . 如 何 为 他 (她 ) 设 计 一 条 最 短 的 旅行 路 线 ( 从 驻 
地 出 发 ,经 过 每 个 城市 恰好 一 次 ,最 后 返回 驻地 )? 这 一 问题 的 研究 历史 十 分 悠久 ,通常 称 之 
为 旅行 商 问题 . 口 

上 述 问题 有 两 个 共同 的 特点 :一 是 它们 的 目的 都 是 从 若干 可 能 的 安排 或 方案 中 寻求 某 
种 意义 下 的 最 优 安排 或 方案 ,数学 上 把 这 种 问题 称 为 最 优化 或 优化 (optimization) 问题 ;二 
是 它们 都 易于 用 图 形 的 形式 直观 地 描述 和 表达 ,数学 上 把 这 种 与 图 相关 的 结构 称 为 网 络 
(network). 与 图 和 网 络 相 关 的 最 优化 问题 就 是 网 络 最 优化 或 称 网 络 优化 (network 
optimization) 问 题 , 所 以 上 面 例子 中 介绍 的 问题 都 是 网 络 优化 问题 . 由 于 多 数 网 络 优化 问题 
是 以 网 络 上 的 流 (flow) 为 研究 的 对 象 ,因此 网 络 优化 这 门 课程 在 许多 学 校 里 又 常常 被 称 为 
网 络 流 (network flows) 或 网 络 流 规划 等 . 

下 面 首先 简要 介绍 图 与 网 络 的 一 些 基 本 概念 . 


1.2 图 与 网 络 
1.2.1 有 向 图 与 网 络 的 基本 概念 


定义 1.1 一 个 有 向 图 (directed graph 或 digraph) G 是 由 一 个 非 空 有 限 集合 V(G) 和 
V(G) 中 某 些 元 素 的 有 序 对 集合 A(G) 构 成 的 二 元 组 , 记 为 G=(V(G),A(G)). 其 中 
V(G)={uvuw…av) 称 为 图 G 的 节点 集 (node set) 或 顶点 集 (vertex set), V(G) 中 的 每 一 
个 元 素 w (i 一 1,2,…,n) 称 为 该 图 的 一 个 节点 (node) 或 顶点 (vertex); A(G)= 
{a var van} 称 为 图 G 的 弧 集 (arc set) ,A(G) 中 的 每 一 个 元 素 a,( 即 V(G) 中 某 两 个 元 素 
ua 的 有 序 对 ) 记 为 a 二 (vsv) 或 a 二 viv,(k 二 1,2,…,m) ,被 称 为 该 图 的 一 条 从 v 到 
的 弧 〈arc). 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ,记号 V(G) 和 A(G) 中 也 可 以 省 略 G, 即 分 别 记 节点 集 、 
弧 集 为 V 和 A ,而 记 有 向 图 G 一 (V,A). 

如 果 对 有 向 图 G 中 的 每 条 弧 赋 予 一 个 或 多 个 实数 ,得 到 的 有 向 图 称 为 赋 权 有 向 图 或 有 
向 网 络 , 简称 为 网 络 (network). 为 了 讨论 方便 ,本 书 对 图 和 网 络 不 作 严 格 区 分 ,因为 任何 图 
总 是 可 以 赋 权 的 . 

当 弧 ww 一 (wyuw) 时 , 称 w,u 为 弧 as 的 端点 (endpoint), 其 中 w 为 尾 (tail) ,wv 为 头 
(head) ,并 称 ww 在 G 中 与 v, 相 邻 (adjacent) 或 w 是 的 邻居 (neighbor); 弧 as 称 为 与 节点 
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vs 关联 (incident) ,并 称 弧 ae 为 w 的 出 弧 (outgoing arc) ,为 w 的 人 弧 (incoming arc). 
如 果 某 两 条 弧 至 少 有 一 个 公共 端点 , 则 称 这 两 条 弧 在 图 G 中 相 邻 . 

图 的 概念 是 现实 生活 中 图 形 概念 的 数学 抽象 ,因此 一 个 图 也 可 以 用 图 形 来 直观 表示 :用 
小 圆圈 表示 节点 ,用 节点 间 带 箭头 的 连 线 表示 弧 及 其 方 < 
向 (箭头 从 弧 的 尾 指向 弧 的 头 ). 例如 ,图 1. 1 的 图 形 表 
示 的 是 有 向 图 G 二 (V,A) 其 中 节点 集 V = fu,v,v， 
veo)， 弧 集 A 二 {avazvasvaivasvas}, 纪 eal 王 (wi, 
Ve) yas =(0 v0) yas—= (Vt) a = (vv) ,as = (vs 图 1.1 有 向 图 的 一 般 例子 
1) was 一 (ws,v3), 在 该 图 中 , 弧 a yaz 都 是 从 节点 ww 指 
向 节点 wm ,这 种 弧 称 为 多 重 弧 (multiarc), 相 应 的 图 称 为 多 重 图 (multi-graph). 值得 注意 的 
是 ; 这 时 弧 集合 A 也 应 当 理解 成 多 重 集 (multi-seb , 即 A 中 可 以 包括 多 个 相同 的 元 素 ,这 与 
我 们 通常 所 说 的 普通 集合 的 概念 有 所 不 同 . 在 该 图 中 , 弧 as 的 头 和 尾 都 相同 (w ) ,这 种 弧 称 
为 环 〈loop). 在 该 图 中 ,没有 任何 弧 与 节点 v; 关联 ,这 样 的 节点 称 为 孤立 点 (isolated 
vertex), 

图 中 节点 的 个 数 称 为 图 的 阶 (order). 通常 用 |V| 或 n 表示 顶点 个 数 ( 即 图 的 阶 数 ), 用 
141 或 严 表 示 弧 的 条 数 . 特别 地 ,我 们 称 只 有 一 个 节点 的 图 为 平凡 图 (trivial graph) ;不 包括 
任何 弧 的 图 为 空 图 (null graph). 没有 环 、 且 没有 和 多重 弧 的 图 称 为 简单 图 (simple graph). 例 
如 ,在 图 1.1 所 示 的 图 G 中 ,图 的 阶 数 为 n = 二 1V1 二 5, 弧 的 条 数 为 m 二 1A|=6, 图 G 不 是 平 
凡 图 或 空 图 ,也 不 是 简单 图 . 如 不 特别 说 明 , 本 书 中 以 后 假设 讨论 的 都 是 简单 图 . 

图 中 与 一 个 节点 关联 的 出 弧 的 数目 称 为 该 节点 的 出 度 (outdegree), 人 弧 的 数目 称 为 该 
节点 的 人 度 (indegree) ,而 出 度 与 人 度 之 和 称 为 该 节点 的 度 (degree). 度数 为 偶数 的 节点 称 
为 偶 点 (even point) ,否则 称 为 奇 点 (odd point). 例如 ,在 图 1. 1 所 示 的 图 G 中 ,节点 v 的 度 
为 3, 一 般 记 为 de(uwz) 一 3# 节 点 vw 的 出 度 为 1, 一 般 记 为 di (mw ) 一 1; 节 点 w 的 人 度 为 2, 一 
般 记 为 ds (vw ) 一 2. 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ,也 可 以 省 略 G, 即 分 别 记 为 d(w) = 一 35d+ (vw) 
一 ld (wz) 二 2. 图 1.1 所 示 的 图 G 中 节点 vi ,vs 为 奇 点 ,节点 wvuvw 为 偶 点 . 

假设 G'=(V',A') 和 G=(V,A) 是 两 个 有 向 图 ,如 果 V'SV,A’SA, 则 图 G’=(V',A’) 
称 为 图 G=(V,A) 的 子 图 (subgraph) ,可 简 记 为 G'SG. 任 给 V'ESV, 以 V' 为 节点 集 的 G 的 
最 大 子 图 定义 为 :节点 集 为 V', 弧 集 为 两 个 端点 都 在 V' 中 的 G 中 所 有 弧 的 集合 . 以 V' 为 节 
点 集 的 G 的 最 大 子 图 称 为 G 的 由 V“ 导 出 的 子 图 (induced subgraph)， 即 如 果 VSEV,A'= 
{vov)EAlvi,vEV'), 则 图 G' ==(V',A') 称 为 图 G=(V,A) 的 由 V' 导 出 的 子 图 (简称 节 
点 导出 子 图 ), 记 为 GLV']. 类 似 地 ,可 以 定义 弧 子 集 A' 和 A 导出 的 子 图 (简称 弧 导 出 子 图 ) 
G[A']=(V',A'), 其 中 V'={vEV|3vEV, 使 得 (v,v)E A 或 (vw ,v)EA’). 由 此 可 以 看 
出 ,给 定 VSV( 或 A' 丑 A), 图 GC(V,A) 的 导出 子 图 是 唯一 的 . 例如 ,在 图 1. 1 所 示 的 图 G 


中 ,GL{vi v2}]=({w ov), aas}) ,Ga sa}]= (ww) ,faas}) ,GL{a sas ,as}] 


=({v v2 v0} {a as as}). 


4 第 1 章 概论 


图 G=(V,A) 的 支撑 子 图 (spanning subgraph, 又 称 生成 子 图 ) 是 包含 G 的 所 有 节点 的 
子 图 , 即 当 V’=V,A'CA 时 ,G'=(V',A) 称 为 G=(V,A) 的 支撑 子 图 . 由 此 可 以 看 出 ,图 G 
= 一 (V,A) 的 支撑 子 图 一 般 是 不 唯一 的 . 例如 ,在 图 1. 1 所 示 的 图 G 中 ,fuw ywywyzyws)， 
ta saya) 和 ({twvuwyumyuwyujtavasyasyas)) 等 都 是 G 的 支撑 子 图 . 

有 向 图 中 的 途径 (walk) 是 该 图 的 一 些 节点 yia，…ir 和 弧 a1,a:，,…,a,-1 所 组 成 的 子 
图 ,这 些 节点 与 弧 可 以 交错 排列 成 点 弧 序 列 aiaya ,ai 其 中 必 一 (Civil) 或 
= (icvii) (Yk 二 1,2,…,r 一 1). 如 果 该 序列 中 的 所 有 弧 都 指向 同一 方向 , 即 ww 一 (z， 
二 DCYA 一 1,2,…r 一 1), 则 该 途径 称 为 有 向 途径 (directed walk). 在 不 引起 混淆 的 情况 下 
(如 在 简单 图 的 情形 下 ) ,可 以 仅仅 用 节点 序列 ,is，… ,i, 或 弧 序 列 as ,a:，…,a,-1 来 表示 途 
径 .我 们 称 一 1 为 途径 的 长 ,分 别称 Pr 为 途径 的 起 点 和 终点 . 

有 向 图 中 的 路 (path) 是 该 图 的 不 包含 重复 莫 点 的 途径 . 路 中 的 弧 可 以 分 成 两 类 :其 中 

-类 弧 ww 一 (Gayasy) 的 方向 与 路 的 起 点 到 终点 的 方向 一 致 , 称 为 路 的 前 向 弧 (forward arc)， 
另 一 类 弧 w = (n+ ) 的 方向 与 路 的 起 点 到 终点 的 方向 不 一 致 , 称 为 路 的 后 向 弧 或 反 向 弧 
(backward arc). 路 已 的 所 有 前 向 弧 的 集合 一 般 记 为 P* , 反 向 弧 的 集合 记 为 PP .有 向 图 中 
的 有 向 路 (directed path) 是 该 图 的 不 包含 重复 节点 的 有 向 途径 , 即 不 包含 反 向 弧 的 路 , 例 
如 ,在 图 1. 1 所 示 的 图 G 中 ,vw as va, vs 就 是 从 节点 w 到 v 的 一 条 路 ,但 不 是 从 节点 ww 
到 w 的 有 向 路 ,因为 路 上 的 弧 都 是 反 向 弧 ;而 w as w as mm 就 是 从 节点 vs 到 的 一 条 有 向 
路 . 又 如 ,wu as v3 as w 是 从 节点 vo 到 w 的 一 条 有 向 路 . 

有 向 图 G=(V,A) 中 ,如 果 ( 人 iD)EA 或 (位 )EA, 则 路 让 加 上 弧 (i,i,) 或 
忆 必 ?组 成 的 途径 称 为 该 有 向 图 的 圈 (cycle), 即 圈 是 起 点 和 终点 重合 且 不 含 其 他 重复 节点 
的 途径 . 同 路 的 前 向 弧 和 反 向 弧 的 定义 类 似 , 可 以 定义 圈 的 前 向 弧 和 反 向 弧 . 有 向 图 中 的 有 
向 圈 (directed cycle) 是 该 图 的 不 包含 反 向 弧 的 圈 , 即 由 路 证 ,Pr 加 上 弧 (人 ) 组 成 .如 
在 图 1.1 所 示 的 图 G 中 ,val ww az vw 就 是 一 个 圈 , 但 不 是 有 向 圈 , 而 ww @ vo as vs ai vo as vl 
就 是 一 个 有 向 圈 . 不 包含 有 向 圈 的 图 称 为 无 圈 图 (acyclic graph)， 因 此 ,图 1. 1 所 示 的 图 G 
不 是 无 圈 图 . 

对 于 有 向 图 G=(V,A) 中 的 两 个 节点 ,如 果 在 图 中 至 少 存在 一 条 路 把 它们 连接 起 来 , 则 
称 这 两 个 节点 是 连通 的 (connected). 如 果 图 中 任意 两 个 节点 都 是 连通 的 , 则 称 该 图 为 连通 
的 ;否则 称 为 不 连通 的 (disconnected). 车 G=(V,A) 不 连通 ,G'==(V',A) 是 G=(V,A) 的 
连通 子 图 , 且 不 存在 G=(V,A) 的 连通 子 图 G 二 (Vi ,Ai) 满 足 G' 刁 G1,G' 隆 G1, 则 称 G = 
(V“ ,4A 为 G 的 连通 分 支 (component). 也 就 是 说 ,连通 分 支 是 图 中 的 极 大 连通 子 图 ,不 连通 
图 可 以 分 解 成 一 些 连通 分 支 的 并 ,而 连通 图 只 有 一 个 连通 分 支 . 例如 ,图 1. 1 所 示 的 图 G 是 
不 连通 的 ,G 包括 两 个 连通 分 支 , 其 中 一 个 是 只 包括 节点 vs 的 空 图, 另 一 个 是 除去 节点 vw 
后 所 有 节点 和 弧 所 构成 的 子 图 . 

如 果 有 向 图 中 从 任意 一 个 节点 出 发 ,都 存在 至 少 一 条 有 向 路 到 达 任意 另 一 个 节点 , 则 称 
该 图 为 强 连 通 的 (strongly connected). 同样 可 以 与 连通 分 支 类 似 地 定义 强 连通 分 支 . 例如， 
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1.1 所 示 的 图 G 除去 节点 ws 后 所 有 节点 和 弧 所 构成 的 子 图 是 强 连通 的 (因此 ,这 样 的 子 
图 不 仅 是 G 的 连通 分 支 ,也 同时 是 一 个 强 连通 分 支 ). 

设 S,T 是 节点 集合 V 的 一 个 划分 ( 即 S,TCV;S,T 关 ;SUT=V;SNT= 名 ), 则 称 
两 个 端点 分 别 位 于 S,T 的 弧 为 一 个 割 (cut) , 记 为 [S,T]={(i,D)EAIiES,jET}U{G,DD 
EAliE S,jET)} .例如 ,在 图 1.1 所 示 的 图 G 中 , 若 S={uyuw,uw),T=(uw,w}, 则 [S,T] 


={al ,a a). 


1.2.2 无 向 图 与 无 向 网 络 的 基本 概念 


有 时 我 们 关心 的 只 是 两 个 节点 之 间 的 联系 ,而 不 关心 这 种 联系 的 方向 性 ,这 样 就 自然 得 
到 了 无 向 图 和 无 向 网 络 的 概念 . 

定义 1.2 一 个 无 向 图 (undirected graph)G 是 由 一 个 非 空 有 限 集合 V 和 V 中 某 些 元 
素 的 无 序 对 集合 已 构成 的 , 即 G=(V,E). 其 中 V=V(G) 一 (wmao} 仍 称 为 图 G 的 节 
点 集 (node set) 或 项 点 集 (vertex set),V 中 的 每 一 个 元 素 v,(i 二 1,2,…,n) 称 为 该 图 的 一 个 
节点 (node) 或 顶点 (vertex);E=E(G) 二 {ey ,es，… ,em) 通 常 称 为 图 G 的 边 集合 (edge set)， 
EE 中 的 每 一 个 元 素 e,( 即 V 中 某 两 个 元 素 vi,v 的 无 序 对 ) 记 为 es 二 (vi,vj) 或 e, 二 viv) ,或 
二 vjvi( 二 1,2，,…,m) , 称 为 该 图 的 一 条 边 (edge). 边 上 赋 权 的 无 向 图 称 为 赋 权 无 向 图 或 
无 向 网 络 (undirected network). 同 有 向 图 情况 一 样 ,本 书 对 无 向 图 和 无 向 网 络 也 不 作 严格 
区 分 . 

有 向 图 的 其 他 相关 概念 都 可 以 自然 地 推广 到 无 向 图 上 来 . 自然 ,有 时 也 会 有 一 些微 小 的 
差异 ,如 无 向 图 的 一 条 边 的 端点 不 再 有 头 和 尾 之 分 :无 向 图 的 一 个 节点 的 度 也 不 再 有 人 度 和 
出 度 之 分 ;无 向 图 中 的 一 条 路 (或 一 个 圈 ) 上 的 一 条 边 也 不 再 有 前 向 和 反 向 之 分 :无 向 图 的 连 
通 性 不 再 有 所 谓 的 强 连 通 概念 :等 等 . 

一 个 无 向 图 也 可 以 用 图 形 来 直观 表示 :用 小 圆圈 表 
示 节 点 ,用 节点 间 的 连 线 表示 边 . 如 图 1. 2 的 图 形 表示 
的 是 无 向 图 G=(V,E), 其 中 V= {vveswsviv}, EE 
={e1verrerrer es er}, = (Ui) es = (Vv) ,es — 
(vrv03) se = (V0) ,es — (Vv) eT—= (wv) 这 个 图 1.2 无 向 图 的 一 般 例子 
图 显然 是 图 1. 1 所 示 的 有 向 图 中 忽略 弧 的 方向 而 得 到 
的 ,有 人 把 这 样 得 到 的 无 向 图 称 为 原 有 向 图 的 基础 图 (underlying graph). 

下 面 再 介绍 两 种 特殊 的 图 . 若 无 向 图 G 的 任意 两 个 节点 间 有 且 只 有 一 条 边 相连 , 则 称 
其 为 完全 图 (complete graph).n 阶 完全 图 记 为 K.. 若 图 G 二 (V,E) 的 节点 集 V 可 以 表示 成 
两 个 互 不 相交 的 非 空 子 集 S,T 的 并 集 , 且 使 得 G 中 每 一 条 边 的 一 个 端点 在 S 中 , 另 一 端点 
在 工 中 , 则 称 G 为 二 部 图 (bibartite graph). 当 |S| 二 p,|1T| 二 q, 且 S 与 中 任意 两 对 节点 
都 相 邻 时 , 称 G 为 完全 二 部 图 , 记 为 K,。 类 似 地 ,也 可 以 定义 有 向 的 完全 图 和 有 向 的 完全 
二 部 图 . 
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其 他 与 图 相关 的 概念 还 有 很 多 ,其 中 有 些 概念 我 们 会 在 后 续 章节 中 用 到 时 再 作 介 绍 . 对 
图 论 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 图 论 方面 的 专门 书籍 ,这 里 就 不 详细 介绍 了 . 值得 提请 读者 注意 
的 是 ,有 关 图 的 术语 目前 并 不 完全 统一 ,不 同 的 作者 可 能 用 不 同 的 术语 表达 同一 个 概念 ,也 
可 能 使 用 的 术语 相同 ,表达 的 概念 却 并 不 完全 相同 . 因此 在 阅读 有 关 图 和 网 络 的 书籍 和 文献 
时 ,应 注意 防止 由 此 而 可 能 引起 的 误解 . 此 外 ,本 书 中 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ,有 时 将 有 向 图 
和 无 向 图 都 简称 为 图 (graph) ,具体 所 指 应 可 从 上 下 文中 看 出 . 并 且 , 我 们 也 不 再 对 弧 和 边 
的 概念 作 严 格 区 分 , 而 认为 它们 表示 相同 的 概念 . 


1.3 图 与 网 络 的 数据 结构 


网 络 优化 研究 的 是 网 络 上 的 各 种 优化 模型 与 算法 . 为 了 在 计算 机 上 实现 网 络 优化 的 算 
法 ,首先 我 们 必须 有 一 种 方法 ( 即 数 据 结构 ) 在 计算 机 上 描述 图 与 网 络 .一般 来 说 ,算法 的 好 
坏 ( 即 我 们 后 面 将 要 介绍 的 复杂 度 概念 ) 与 网 络 的 具体 表示 方法 ,以 及 中 间 结 果 的 操作 方案 
是 有 关系 的 . 这 里 我 们 介绍 计算 机 上 用 来 描述 图 与 网 络 的 5 种 常用 表示 方法 :邻接 矩阵 表示 
法 .关联 矩阵 表示 法 、. 弧 表 表 示 法 .邻接 表 表 示 法 和 星 形 表示 法 . 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 首先 
假设 G=(V,A) 是 一 个 简单 有 向 图 ,1V|==n,|A| 二 m, 并 假设 V 中 的 节点 用 自然 数 1， 
2,… on 表示 或 编号 ,A 中 的 弧 用 自然 数 1,2,… ,m 表示 或 编号 . 对 于 有 多 重 边 或 无 向 网 络 的 
情况 ,我 们 只 是 在 讨论 完 简单 有 向 图 的 表示 方法 之 后 ,给 出 一 些 说 明 . 


1.3.1 邻接 矩阵 表示 法 


邻接 矩阵 表示 法 是 将 图 以 邻接 矩阵 (adjacency matrix) 的 形式 存储 在 计算 机 中 . 图 C 一 

(V,A) 的 邻接 矩阵 C 是 如 下 定义 的 :C 是 一 个 nXn 的 0-1 矩阵, 即 
C= (cr)。wEt0,1hy"， 

_ /0, (DEA, 
“ll, (neA. 
也 就 是 说 ,如 果 两 节点 之 间 有 一 条 弧 , 则 邻接 矩阵 中 对 应 的 元 素 为 1; 否 则 为 0. 每 行 元 素 之 
和 正好 是 对 应 节点 的 出 度 , 每 列 元 素 之 和 正好 是 对 应 节点 的 人 度 . 可 以 看 出 ,这 种 表示 法 非 
常 简单 直接. 但 是 ,在 邻接 矩阵 的 所 有 nw* 个 元 素 中 ,只 有 m 个 为 非 零 元 . 如 果 网 络 比较 稀 
政 ,这 种 表示 法 浪费 大 量 的 存储 空间 ,从 而 增加 了 在 网 络 中 查找 弧 的 时 间 . 

例如 ,图 1. 3 所 示 的 网 络 图 ,可 以 用 邻接 矩阵 表示 为 2 4 
1 0 0 
0 不 
0|. 
1 5 5 
ol 图 1.3 有 向 简单 图 的 例子 


Soece 
oo~-o 
二 ooe 
-oor- 
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同样 ,对 于 网 络 中 的 权 , 也 可 以 用 类 似 邻 接 矩 阵 的 >Xm 和 矩阵 表示 . 只 是 此 时 一 条 弧 所 对 
应 的 元 素 不 再 是 1 ,而 是 相应 的 权 而 已 . 如 果 网 络 中 每 条 弧 赋 有 多 种 权 , 则 可 以 用 多 个 矩阵 


1.3.2 关联 矩阵 表示 法 


关联 矩阵 表示 法 是 将 图 以 关联 和 矩阵 (incidence matrix) 的 形式 存储 在 计算 机 中 . 图 CG 一 
(V,A) 的 关联 矩阵 B 是 如 下 定义 的 :B 是 一 个 nXm 的 矩阵 , 即 
B= (ha). €E{—1,0,1}"”", 
l/l, 3j€EV,k=(i,)EA, 
ba=4—1, 3jEV,k=(j ,DEA, 
0% 其 他 . 
也 就 是 说 ,在 关联 矩阵 中 ,每 行 对 应 于 图 的 一 个 节点 ,每 列 对 应 于 图 的 一 条 弧 . 如 果 一 个 节点 
是 一 条 弧 的 起 点 , 则 关联 矩阵 中 对 应 的 元 素 为 1; 如 果 一 个 节点 是 一 条 弧 的 终点 , 则 关联 矩 
阵 中 对 应 的 元 素 为 一 1; 如 果 一 个 节点 与 一 条 弧 不 关联 , 则 关联 下 阵 中 对 应 的 元 素 为 0. 对 于 
简单 图 ,关联 矩阵 每 列 只 含有 两 个 非 零 元 (一 个 十 1, 一 个 一 1). 在 关联 矩阵 中 ,每 行 元 素 1 的 
个 数 正好 是 对 应 节点 的 出 度 ,每 行 元 素 一 1 的 个 数 正好 是 对 应 节点 的 人 度 . 可 以 看 出 ,这 种 
表示 法 也 非常 简单 .直接 . 但 是 ,在 关联 矩阵 的 所 有 nm 个 元 素 中 ,只 有 2m 个 为 非 零 元 . 如 果 
网 络 比较 稀疏 ,这 种 表示 法 也 会 浪费 大 量 的 存储 空间 . 但 由 于 关联 矩阵 有 许多 特别 重要 的 理 
论 性 质 (我 们 以 后 将 会 介绍 ) ,因此 它 在 网 络 优化 中 是 非常 重要 的 概念 . 
例如 ,图 1. 3 所 示 的 网 络 图 ,如 果 关 联 矩 阵 中 每 列 对 应 弧 的 顺序 为 (1,2),(1,3),(2,4)， 
(3,2),(4,3),(4,5),(5,3) 和 (5,4), 则 关联 矩 阵 表 示 为 
全 
[i 0 1-1 0 0 0 0 
10-1 0 171 07-l 0|. 
0 0-1 0 1 1 0 -=! 
| 0 
同样 ,对 于 网 络 中 的 权 , 也 可 以 通过 对 关联 矩阵 的 扩展 来 表示 . 例如 ,如 果 网 络 中 每 条 
弧 赋 有 一 个 权 ,我 们 可 以 把 关联 矩阵 增加 一 行 , 把 每 一 条 弧 所 对 应 的 权 存储 在 增加 的 行 中 . 
如 果 网 络 中 每 条 弧 贱 有 多 个 权 ,我 们 可 以 把 关联 矩阵 增加 相应 的 行 数 ,把 每 一 条 弧 所 对 应 的 
权 存 储 在 增加 的 行 中 . 
1.3.3 弧 表 表示 法 


弧 表 表示 法 将 图 以 弧 表 (are list) 的 形式 存储 在 计算 机 中 . 所 谓 图 的 弧 表 , 也 就 是 图 的 
弧 集 合 中 的 所 有 有 序 对 . 弧 表 表示 法 直接 列 出 所 有 弧 的 起 点 和 终点 , 共 需 2m 个 存储 单元 ， 
因此 当 网 络 比较 稀疏 时 比较 方便 . 此 外 ,对 于 网 络 图 中 每 条 弧 上 的 权 , 也 要 对 应 地 用 额外 的 
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存储 单元 表示 . 例如 ,图 1. 3 所 示 的 网 络 图 ,假设 弧 (1,2),(1,3),(2,4),(3,2),(4,3),(4， 
5).(5,3) 和 (5,4) 上 的 权 分 别 为 8.9,6.4,0.3,6 和 7, 则 弧 表 表 示 如 下 : 


起 点 | 1 1 | 3 4 4 5 5 
终点 | 2 3 4 | 3 | 3 | 5 4 
权 | 8 9 6 1 0 | 3 6 7 


为 了 便于 检索 ,一 般 按照 起 点 ,终点 的 字典 序 顺 序 存储 弧 表 ,如 上 面 的 弧 表 就 是 按照 这 
样 的 顺序 存储 的 . 


1.3.4 ”邻接 表 表示 法 


邻接 表 表 示 法 将 图 以 邻接 表 (adjacency lists) 的 形式 存储 在 计算 机 中 . 所 谓 图 的 邻接 
表 , 也 就 是 图 的 所 有 节点 的 邻接 表 的 集合 ; 而 对 每 个 节点 , 它 的 邻接 表 就 是 它 的 所 有 出 弧 . 
邻接 表 表示 法 就 是 对 图 的 每 个 节点 ,用 一 个 单 向 链表 列 出 从 该 节点 出 发 的 所 有 弧 ,链表 中 每 
个 单元 对 应 于 一 条 出 弧 . 为 了 记录 弧 上 的 权 , 链 表 中 每 个 单元 除 列 出 弧 的 另 一 个 端点 外 ,还 
可 以 包含 弧 上 的 权 等 作为 数据 域 . 图 的 整个 邻接 表 可 以 用 一 个 指针 数组 表示 . 例如 ,图 1. 3 
所 示 的 网 络 图 ,邻接 表 表 砂 为 


这 是 一 个 5 维 指针 数组 ,每 一 维 (上 面 表示 法 中 的 每 一 行 ) 对 应 于 一 个 节点 的 邻接 表 , 如 
第 1 行 对 应 于 第 1 个 节点 的 邻接 表 ( 即 第 1 个 节点 的 所 有 出 弧 ). 每 个 指针 单元 的 第 1 个 数 
据 域 表示 弧 的 另 一 个 端点 ( 弧 的 头 ) ,后面 的 数据 域 表 示 对 应 弧 上 的 权 . 如 第 1 行 中 的 "2" 表 
未 弧 的 另 一 个 端点 为 2( 即 弧 为 (1.2)),“8" 表 示 对 应 弧 (1,2) 上 的 权 为 8;“3" 表 示 弧 的 另 一 
个 端点 为 3( 即 弧 为 (1,3)),*9" 表 示 对 应 弧 (1.3) 上 的 权 为 9. 又 如 ,第 5 行 说 明 节点 5 出 发 
的 弧 有 (5,3)、 5,4), 他 们 对 应 的 权 分 别 为 6 和 7. 

对 于 有 向 图 G=(V,A) .一 般 用 A(D 表 示 节 点 i 的 邻接 表 , 即 节点 守 的 所 有 出 弧 构 成 的 
集合 或 链表 (实际 上 只 需要 列 出 弧 的 另 一 个 端点 , 即 弧 的 头 ). 例如 上 面 例子 ,A(1) 一 (2,3}， 
A(5) 一 {3,4) 等 . 这 种 记 法 我 们 在 本 书后 面 将 会 经 常用 到 . 


1.3.5 星 形 表示 法 
星 形 (star) 表 示 法 的 思想 与 邻接 表 表 示 法 的 思想 有 一 定 的 相似 之 处 . 对 每 个 节点 , 它 也 
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是 记录 从 该 节点 出 发 的 所 有 弧 ,但 它 不 是 采用 单 向 链表 而 是 采用 一 个 单一 的 数组 表示 . 也 就 
是 说 ,在 该 数组 中 首先 存放 从 节点 1 出 发 的 所 有 弧 , 然 后 接着 存放 从 节点 2 出 发 的 所 有 弧 ， 
依 此 类 推 ,最 后 存放 从 节点 ， 出 发 的 所 有 弧 . 对 每 条 弧 , 要 依次 存放 其 起 点 .终点 ` 权 的 数值 
等 有 关 信 息 . 这 实际 上 相当 于 对 所 有 弧 给 出 了 一 个 顺序 和 编号 ,只 是 从 同一 节点 出 发 的 弧 的 
顺序 可 以 任意 排列 . 此 外 ,为 了 能 够 快速 检索 从 每 个 节点 出 发 的 所 有 弧 ,我 们 一 般 还 用 一 个 
数组 记录 每 个 节点 出 发 的 弧 的 起 始 地 址 ( 即 弧 的 编号 ). 在 这 种 表示 法 中 ,可 以 快速 检索 从 每 
个 节点 出 发 的 所 有 弧 ,这 种 星 形 表示 法 称 为 前 向 星 形 (forward star) 表 示 法 . 

例如 ,在 如 图 1. 3 所 示 的 网 络 图 中 ,仍然 假设 狐 (1.2),(1,3),(2,4)，(3,2)，(4,3)，(4， 
5),(5,3) 和 (5,4) 上 的 权 分 别 为 8,9,6,4,0,3.6 和 7. 此 时 该 网 络 图 可 以 用 前 向 星 形 表示 法 
表示 如 下 . 

节点 对 应 的 出 弧 的 起 始 地 址 编号 数组 ( 记 为 point) (在 数组 point 中 ,其 元 素 个 数 比 图 
的 节点 数 多 1, 构 造 一 个 虚拟 节点 十 1): 


节点 号 / LT 5 6 

起 始 地 址 point(i) | eS | FP 9 
记录 弧 信 息 的 数组 : 

弧 编 号 1 | 2 | 3 Ta | 6 7 T 8 

起 点 1 | 1 | 2 | 3 | 1 4 5 5 

终点 2 ee | 3 | 3 4 

权 8 9 | 4 | 人 | 0 di 6 


在 此 表示 中 ,一 定 有 point(1) 二 1,point(n 十 1) 二 m 十 1. 对 于 节点 i, 其 对 应 的 出 弧 存 放 
在 弧 信 息 数组 的 位 置 区 间 为 [point(7)，point(i 十 1) 一 1]. 如 果 point (让 >point(i 十 1) 一 1， 
则 节点 i 没有 出 弧 . 这 种 表示 法 与 弧 表 表示 法 也 非常 相似 ,记录 弧 信息 的 数组 "实际 上 相当 
于 有 序 存放 的 " 弧 表 ”. 只 是 在 前 向 星 形 表示 法 中 , 弧 被 编号 后 有 序 存 放 , 并 增加 一 个 数组 
(poinl) 记 录 每 个 节点 出 发 的 弧 的 起 始 编号 . 

前 向 星 形 表示 法 有 利于 快速 检索 每 个 节点 的 所 有 出 弧 , 但 不 能 快速 检索 每 个 节点 的 所 
有 人 入 弧 . 为 了 能 够 快速 检索 每 个 节点 的 所 有 人 弧 , 可 以 采用 反 向 星 形 (reverse star) 表 示 法 : 
首先 存放 进入 节点 1 的 所 有 弧 ,然后 接着 存放 进入 节点 2 的 所 有 弧 , 依 此 类 推 , 最 后 存放 进 
人 节点 的 所 有 弧 . 对 每 条 弧 ,仍然 依次 存放 其 起 点 、 终 点 、 权 的 数值 等 有 关 信息 . 同样 ,为 了 
能 够 快速 检索 从 每 个 节点 的 所 有 入 弧 ,我 们 一 般 还 用 一 个 数组 记录 每 个 节点 的 人 弧 的 起 始 
地 址 ( 即 弧 的 编号 ). 例如 ,图 1. 3 所 示 的 网 络 图 ,可 以 用 反 向 星 形 表示 法 表示 为 如 下 形式 . 

节点 对 应 的 入 弧 的 起 始 地 址 编号 数组 ( 记 为 rpoint) : 
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节点 号 i 1 2 3 4 5 6 

起 始 地 址 rpoint(2) je 入 1 | 3 6 8 9 
记录 弧 信 息 的 数组 

弧 纺 号 | 1 |.2 | 3 4 5 6 7 8 

终点 2 3 3 3 4 4 5 

起 点 | 3 t 上 1 | 4 5 | 5 2 4 

权 | 4 8 | A | 5 | 7 6 | ;3 


如 果 既 希望 快速 检索 每 个 节点 的 所 有 出 弧 ,也 希望 快速 检索 每 个 节点 的 所 有 人 弧 , 则 可 
以 综合 采用 前 向 和 反 向 星 形 表示 法 . 当然 ,将 弧 信息 存放 两 次 是 没有 必要 的 ,可 以 只 用 一 个 
数组 (trace) 记 录 一 条 弧 在 两 种 表示 法 中 的 对 应 关系 即 可 . 例如 ,可 以 在 采用 前 向 星 形 表示 
法 的 基础 上 ,加 上 上 面 介绍 的 rpoint 数 组 和 如 下 的 trace 数组 即 可 , 这 相当 于 如 下 所 示 的 一 
种 紧凑 的 双向 星 形 表 示 法 . 

两 种 表示 法 中 的 弧 的 对 应 关系 ( 记 为 trace) : 


反 向 法 中 弧 编号 六 | 1 | 2 | 3 
正 向 法 中 弧 编号 race 六 | 4 1 | 2 | s° | | 8 | 3 6 


对 于 网 络 图 的 表示 法 ,我 们 作 如 下 说 明 : 

(1) 星 形 表示 法 和 邻接 表 表 示 法 在 实际 算法 实现 中 都 是 经 常 采用 的 . 星 形 表 示 法 的 优点 
是 占用 的 存储 空间 较 少 , 并 且 对 那些 不 提供 指针 类 型 的 语言 (如 FORTRAN 语言 等 ) 也 容易 
实现 . 邻接 表 表示 法 对 那些 提供 指针 类 型 的 语言 (如 C 语言 等 ) 是 方便 的 , 且 增加 或 删除 一 
条 弧 所 需 的 计算 工作 量 很 少 ( 可 以 在 常数 时 间 内 完成 ) ,而 这 一 操作 在 星 形 表 示 法 中 所 需 的 
计算 工作 量 较 大 (需要 花费 O(m) 的 计算 时 间 ). 有 关 * 计 算 时 间 ” 的 观念 是 网 络 优 化 中 需要 
考虑 的 一 个 关键 因素 ,这 些 概念 我 们 在 1. 4 节 中 再 详细 介绍 . 

《2) 当 网 络 不 是 简单 图 ,而 是 具有 平行 弧 ( 即 多 重 弧 ) 时 ,显然 此 时 邻接 矩阵 表示 法 是 不 
能 采用 的 . 其 他 方法 则 可 以 很 方便 地 推广 到 可 以 处 理 平行 弧 的 情形 . 

(3) 上 述 方法 可 以 很 方便 地 推广 到 处 理 无 向 图 的 情形 ,但 由 于 无 向 图 中 弧 没 有 方向 , 因 
此 可 能 需要 做 一 些 自然 的 修改 . 例如 ,可 以 在 计算 机 中 只 存储 邻接 矩阵 的 一 半 信 息 (如 上 三 
角 部 分 ), 因 为 此 时 邻接 矩阵 是 对 称 和 矩阵 . 无 向 图 的 关联 矩阵 只 含有 元 素 0 和 1, 而 不 含有 
一 1, 因 为 此 时 不 能 区 分 弧 的 起 点 和 终点 . 又 如 ,在 邻接 表 和 星 形 表示 法 中 ,每 条 弧 会 被 存储 
两 次 ,而 且 反 向 星 形 表示 显然 是 没有 必要 的 ,等 等 . 
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1.4 计算 复杂 性 的 概念 


1.4.1 组 合 最 优化 问题 


网 络 优化 问题 是 一 类 特殊 的 组 合 优化 问题 ,因此 这 里 我 们 首先 介绍 一 些 组 合 优化 的 基 
本 概念 ,尤其 是 它 的 一 些 基本 性 质 和 特点 , 即 讨论 它 与 我 们 以 前 学 习 过 的 连续 优化 (线性 和 
非 线性 规划 ) 有 什么 不 同 . 
定义 1.3 ”所 谓 组 合 优化 (combinatorial optimization, 又 称 组 合 最 优化 ) 就 是 离散 优化 
(discrete optimization), 它 是 通过 数学 方法 去 寻找 离散 事件 的 最 优 编排 .分 组 ,次 序 或 币 选 
等 . 这 类 问题 可 用 数学 模型 描述 为 
min f(x) 
s.t. g(x)>=0, 
xED. 
其 中 ,f(x) 为 目标 函数 ,g(x) 为 约束 函数 ,x 为 决策 变量 ,D 表示 有 限 个 点 组 成 的 集合 . 

-个 组 合 最 优化 问题 可 用 三 个 参数 (D,F, 记 表示 ,其 中 D 表示 决策 变量 的 定义 域 , 正 
表示 可 行 解 区 域 F={x|xED,g(x) 达 0},F 中 的 任何 一 个 元 素 称 为 该 问题 的 可 行 解 ,f 表 
示 目 标 函 数 . 满足 /(x* ) 二 min{/(x)|xEF}) 的 可 行 解 x" 称 为 该 问题 的 最 优 解 . 组 合 最 优 
化 的 特点 是 可 行 解 集合 为 有 限 点 集 ., 由 直观 可 知 ,只 要 将 D 中 有 限 个 点 逐一 判别 是 否 满足 
g(x) 宇 0 的 约束 并 比较 目标 值 的 大 小 ,就 可 以 得 到 该 问题 的 最 优 解 . 因为 现实 生活 中 的 大 量 
优化 问题 是 从 有 限 个 状态 中 选取 最 好 的 ,所 以 大 量 的 实际 优化 问题 是 组 合 最 优化 问题 . 例 
如 ,第 1. 1 节 中 介绍 的 网 络 优化 问题 的 一 些 例 子 都 是 组 合 最 优化 问题 . 下 面 再 介绍 一 些 
例子 . 

例 1.7 0-1 背包 问题 (knapsack problem) 
设 有 一 个 容积 为 5b 的 背包 ,n 个 体积 分 别 为 ai 一 1,2,…，,z)，* 价 值 分 别 为 ci 一 1， 
2,…,n) 的 物品 ,如 何以 最 大 的 价值 装 包 ? 这 个 问题 称 为 0-1 背包 问题 . 用 数学 模型 表示 为 


max > ycizri (1.1) 
名 

st Dar, <b, (1.2) 
Xx; € {0,1} ,i = 1,2,0e on. (1.3) 


其 中 目标 函数 (1. 1) 欲 使 包 内 所 装 物品 的 价值 最 大 ,约束 条 件 (1. 2) 为 包 的 能 力 限制 ,约束 条 

件 (1.3) 表 示 x; 为 二 进 制 变量 ,zx, 二 1 表示 装 第 i 个 物品 ,x; 一 0 表示 不 装 . 此 时 ,D={10， 

1)", 下 为 DD 中 满足 约束 条 件 (1.2) 的 可 行 解 集合 ,f 为 目标 函数 . 口 
例 1.8 ( 续 例 1. 6) 旅 行商 问题 (TSP) 
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例 1. 6 中 介绍 过 ,TSP 问题 考虑 的 是 :一 个 商人 欲 到 n 个 城市 推销 商品 ,每 两 个 城市 i 
和 j 之 间 的 距离 为 d, ,如 何 选择 一 条 道路 使 得 商人 每 个 城市 走 一 遍 后 回 到 起 点 且 所 走路 径 
最 短 ? 考虑 到 任意 两 个 城市 之 间 的 距离 可 能 对 称 也 可 能 不 对 称 , 因 此 TSP 还 可 以 细 分 为 对 
称 TSP 和 非 对 称 TSP 两 类 . 如 果 d; =d;, (Yi,j) ,此 时 TSP 称 为 对 称 距离 TSP, 否 则 称 为 
非 对 称 TSP. 对 一 般 的 TSP( 即 可 能 是 非 对 称 TSP) , 它 的 一 种 数学 模型 描述 为 


min >)duzy (1.4) 
名 

st ri 一 1 一 112 (1.5) 
Dr = 1 一 1,2， (1.6) 
Dr 和 ls 一 1,2 和 | :| 入 w 一 25C 11,2，)， (1.7) 
Re 
zy € (01} sisj = 1,200 nri jf. (1.8) 


以 上 是 TSP 基于 图 论 的 数学 模型 ,其 中 ,约束 条 件 (1. 8) 表 示 决 策 变量 xz, =1 或 0,zy 
三 1 表示 商人 行走 的 路 线 包含 从 城市 i 到 城市 j 的 路 ,而 z, 二 0 表示 商人 没有 选择 走 这 条 
路 ;i 隆 j 的 约束 可 以 减少 变量 的 个 数 ,使 得 模型 中 共有 nnX (n 一 1) 个 决策 变量 . 目标 函数 
(1.4) 要 求 商人 行走 路 线 的 距离 之 和 最 小 . 约束 条 件 (1. 5) 要 求 商人 只 从 城市 i 出 来 一 次 , 约 
束 条 件 (1.6) 要 求 商人 走 人 城市 ;只 有 一 次 ,因此 约束 条 件 (1.5) 和 约束 条 件 (1.6) 表 示 每 个 
城市 经 过 且 只 经 过 一 次 .但 是 , 仅 有 约束 条 件 (1.5) 和 约 东 条 件 (1.6) 的 约束 还 无 法 避免 图 
(或 有 向 圈 , 有 时 也 称 为 回路”) 的 产生 . 因此 ,约束 条 件 (1.7) 约 束 旅行 商 在 任何 一 个 城市 子 
集中 不 形成 圈 , 其 中 |s| 表 示 集 合 s 中 元 素 个 数 . 此 时 ,决策 变量 的 定义 域 D={0,1}”*"”， 
可 行 域 下 为 D 中 满足 约束 条 件 (1.5),(1.6) ,(1.7) 和 (1.8) 的 解 集合 . 了 为 目标 函数 (1. 4). 
四 | 
上 面 两 个 问题 都 是 组 合 优化 中 的 经 典 问题 . 它们 的 共性 是 读者 容易 理解 ,可 行 解 集合 是 
有 限 的 ,在 问题 的 规模 较 小 时 ,通过 枚 举 很 容易 得 到 最 优 解 . 
例 1.9 整数 线性 规划 (integer linear programming,ILP) 


min cTx 
(ILP) s.t. Ax=—b, 
xzZP0,zEZ". 
其 中 ,ce 为 n 维 列 向 量 ,4 为 王 Xz 矩阵 ,为 mm 维 列 向 量 ,x 为 n 维 决策 变量 ,Z 表示 整数 集 
合 .模型 中 4,b 和 c 的 元 素 都 是 整数 . 口 


例 1.7 和 例 1. 8 的 数学 模型 都 具有 例 1.9 (ILP) 的 形式 ,说 明 一 些 组 合 优化 问题 可 以 写 
成 整数 线性 规划 问题 . 整数 线性 规划 同 线性 规划 在 形式 上 非常 相似 ,不 同 之 处 是 决策 变量 全 
部 取 整 数 . 
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在 本 书 中 ,我 们 假设 整数 线性 规划 的 参数 (约束 和 矩阵 和 右 端 项 系数 ) 都 是 整数 . 这 主要 是 
因为 目前 的 计算 机 中 都 是 以 有 限 位 储存 数据 并 进行 运算 . 很 容易 证 明 ,ILP 中 的 系数 是 有 理 
数 时 都 可 以 处 理 成 整数 情况 . 

例 1.10 装 箱 问题 (bin packing) 

如 何 用 个 数 最 少 的 尺寸 为 1 的 箱子 装 进 mn 个 尺寸 不 超过 1 的 物品 ,该 问题 为 装 箱 问题 . 

口 

例 1.11 约束 机 器 排序 问题 (capacitated machine scheduling) 

7 个 加 工 量 为 {di 二 1,2,…,n) 的 产品 在 一 台 机 器 上 加 工 , 机 器 在 第 1 个 时 段 的 工作 能 
力 为 c,, 求 完成 所 有 产品 加 工 的 最 少时 段 数 . 它 的 数学 模型 为 


minT C1.9) 
St Da 一 1 一 1,2,…vmy (1.10) 
Bar Ser 1,2,…,T， (1.11) 
E 10,1} .i= 1,2.0n3t = 1,2,.°,T. (1.12) 


其 中 ,x 为 决策 变量 ,x 一 1 表示 第 :个 时 段 加 工 产品 ,目标 函数 (1. 9) 要 求 加 于 所 用 的 时 
段 数 最 少 , 约 束 条 件 (1.10) 表 示 产 品 i 一定 在 某 一 个 时 段 加 工 ,约束 条 件 (1. 11) 表 示 每 个 时 
段 的 加 工 量 不 能 超过 工作 能 力 的 限制 . 口 

有 些 优 化 问题 可 以 用 整数 规划 模型 的 形式 表示 ,如 例 1.7, 例 1.8 和 例 1, 11. 但 有 些 组 
合 优化 问题 用 整数 规划 模型 表示 则 比较 烦琐 和 不 易 被 理解 ,不 如 原 问 题 的 直接 叙述 简洁 和 
直观 , 通俗 易 懂 ， 如 例 1.8、 例 1. 10 和 例 1. 11. 因此 ,有 大 晤 的 组 合 优化 问题 是 通过 文字 语 
言 叙 述 的 . 


1.4.2 多 项 式 时 间 算 法 


对 于 组 合 优化 问题 ,我们 关心 的 一 般 不 是 最 优 解 的 存在 性 和 唯一 性 ,而 是 如 何 找到 有 效 
的 算法 求 得 一 个 最 优 解 . 那么 如 何 衡量 算法 的 优 劣 及 有 效 与 无 效 呢 ? 这 就 要 了 解 计算 复 杂 
性 的 基本 概念 . 

由 组 合 最 优化 问题 的 定义 ,每 一 个 组 合 最 优化 问题 都 可 以 通过 完全 枚 举 的 方法 求 得 最 
优 解 . 枚 举 是 以 时 间 为 代价 的 ,有 的 枚 举 时 间 还 可 以 接受 ,有 的 则 不 可 能 接受 . 如 例 1. 8 的 非 
对 称 距离 TSP 问题 ,可 以 用 另 一 个 方法 来 表示 它 的 可 行 解 :用 n 个 城市 的 一 个 排列 表示 商 
人 按 这 个 排列 序 推销 并 返回 起 点 . 车 固定 一 个 城市 为 起 终点 , 则 需要 (n 一 1)! 个 枚 举 . 以 计 
算 机 1s 可 以 完成 24 个 城市 所 有 路 径 枚 举 为 单位 , 则 25 个 城市 的 计算 时 间 为 :以 第 1 个 城 
市 为 起 点 ,第 2 个 到 达 城 市 有 可 能 是 第 2 个、 第 3 个 、…… ` 第 25 个 城市 . 决定 前 两 个 城市 的 
顺序 后 ,余下 是 23 个 城市 的 所 有 排列 , 枚 举 这 23 个 城市 的 排列 需要 1 s, 所 以 ,25 个 城市 的 
枚 举 需 要 24 s. 类 似 地 归纳 ,城市 数 与 计算 时 间 的 关系 如 表 1. 1 所 示 . 
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表 1.1 枚 举 时 城市 数 与 计算 时 间 的 关系 
城市 数 24 25 | 26 27 28 29 30 31 
计算 时 间 1s 24s | 1l0min | 4.3h | 4.9 天 |136.5 天 | 10.8 年 | 325 年 


通过 表 1. 1 可 以 看 出 , 随 着 城市 数 的 增多 ,计算 时 间 增 加 非常 之 快 , 当 城 市 数 增加 到 30 
时 ,计算 时 间 约 为 10. 8 年 ,实际 计算 中 已 无 法 接受 . 

下 面 我 们 给 出 问题 及 其 实例 的 概念 .问题 (problem) 是 需要 回答 的 一 般 性 提问 ,通常 含 
有 若干 个 满足 一 定 条 件 的 参数 . 问题 通过 下 面 的 描述 给 定 : 〇 描述 所 有 参数 的 特性 ，@ 描 述 
答案 所 满足 的 条 件 . 问题 是 一 个 抽象 的 模型 或 概念 , 它 通过 一 些 具体 的 数据 表现 出 来 . 如 
TSP 是 一 个 问题 , 它 由 例 1. 8 的 文字 或 模型 (1.4) 一 (1.8) 表 示 , 通 过 给 出 的 城市 数 和 城市 
间 的 距离 而 使 这 个 问题 具体 化 . 目前 计算 机 可 以 求解 的 是 这 些 给 出 城市 数 和 城市 间 的 距离 
的 具体 TSP. 一 个 算法 常常 是 针对 一 个 问题 来 设计 的 ,如 上 面 的 TSP 枚 举 算法 可 以 求解 任 
何 一 个 具体 化 的 TSP 的 最 优 解 . 而 车 用 计算 机 求解 , 则 必须 对 问题 中 的 参数 赋予 具体 值 ， 
如 TSP 中 的 城市 数 和 城市 间 的 距离 . 问题 中 的 参数 赋予 了 具体 值 的 例子 称 为 问题 的 实例 
(Cinstance). 一 个 问题 通过 它 的 所 有 实例 表现 . 

衡量 一 个 算法 的 好 坏 通 常 是 用 算法 中 的 加 \ 减 、 乘 、 除 和 比较 等 基本 运算 的 总 次 数 同 实 
例 在 计算 机 计算 时 的 二 进 制 输入 数据 的 大 小 关系 来 度量 . 对 于 一 个 正 整数 x, 二进制 表示 
是 以 

Xa,2' 十 a ,2 :十 … 十 al 2 十 ao 

的 系数 (aa,,…aias) 来 表示 ,其 中 天 0,aE40,1)i 一 0,1 

2 rE2 S21, 
这 个 二 进 制 数 的 位 数 是 * 十 1, 也 称 为 数据 z 的 输入 长 度 ,在 log x 与 log x 十 1 之 间 . 于 是 ,x 
的 二 进 制 数 的 位 数 是 整数 [log x ] 或 [log x 1 二 1, 但 不 超过 [iog z 1+1, 其 中 [z ] 表 示 不 小 于 zx 
的 最 小 整数 . 特别 需要 注意 的 是 整数 0 和 1 的 二 进 制 位 数 都 是 1, 虽 说 log0 没有 意义 和 log1= 
0. 可 以 看 到 ,任何 一 个 非 负 整数 的 输入 长 度 至 少 为 1. 在 此 ,在 特别 定义 log 0=0 后 ,上 面 的 
二 进 制 表示 方法 和 输入 长 度 的 结论 可 以 推广 到 非 负 整数 . 常规 理解 的 计算 机 只 能 用 有 限 位 
表示 一 个 实数 ,因此 ,我 们 限定 只 考虑 有 理 数 . 

如 表 1. 1 对 应 的 TSP, 当 城 市 数 为 n 且 第 1 个 城市 为 始终 点 时 ,计算 一 条 路 径 (1， 
,人 ) 长 度 的 基本 运算 为 两 两 城市 间距 离 的 个 求 和 . 因为 有 (z 一 1)! 条 路 径 . 枚 举 所 有 
路 径 进行 (n 一 1)! 次 比较 ,可 以 得 到 最 优 路 径 . 这 个 枚 举 算 法 的 基本 计算 总 次 数 为 
(n 一 1) 1，n 王 n1. 实例 在 计算 机 计算 时 只 需 输入 城市 数 和 所 有 城市 之 间 的 距离 . 于 是 ,输入 
数据 是 城市 数 ” 和 城市 间 的 距离 S= (ds 11i,j 生 nn,i 隆 7} , 且 假 设 这 些 数 为 整数 . 对 任何 
一 个 非 零 距离 d, , 它 的 二 进 制 输入 数据 的 输入 长 度 不 超过 log1d; | 十 1. 实例 的 二 进 制 输入 
长 度 总 量 不 超过 


.由 


L=n(n—1)+loglP|, 
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其 中 ,P= Itw 1w 去 0}. 

若 假 设 S= {d; |1<i,j<n,i 关 7} 中 的 每 一 个 数据 的 绝对 值 都 有 上 界 K, 则 有 工 = 
n(n 一 1) 十 log|P|n(n 一 1D)(1 十 log K)， 此 时 发 现 ,TSP 实例 的 计算 机 二 进 制 输入 长 度 和 
算法 的 基本 计算 总 次 数 都 是 城市 数 ”的 函数 . TSP 实例 的 二 进 制 输入 长 度 是 n 的 多 项 式 函 
数 . TSP 枚 举 算法 所 需 的 基本 计算 的 总 次 数 总 是 n 的 阶乘 函数 , 比 指数 函数 增加 的 速度 
还 快 . 

我 们 对 实例 的 二 进 制 输入 长 度 和 算法 的 基本 计算 总 次 数 一 般 是 进行 粗略 估计 ,通常 只 
是 给 出 一 个 上 限 . 一 个 求解 实例 1 的 算法 的 基本 计算 总 次 数 C(D 同 实例 1 的 计算 机 二 进 制 
输入 长 度 d (了) 的 关系 常用 符号 CCD = /(d(D)=OCg(d(D)) 表 示 , 它 的 含义 是 :求解 实例 
I 的 算法 的 基本 计算 总 次 数 C( 了 Dn) 是 实例 输入 长 度 d(D) 的 一 个 函数 ,这 个 函数 被 另 一 个 函数 
&(z) 控 制 , 即 存在 一 个 函数 g(x) 和 一 个 非 负 常数 a, 使 得 

CIDEag (dD). 
此 式 中 g(x) 的 函数 特性 决定 了 基本 计算 总 次 数 的 性 能 . 

定义 1.4 假设 问题 和 解决 该 问题 的 一 个 算法 已 经 给 定 , 若 给 定 该 问题 的 一 个 实例 T， 
存在 多 项 式 函数 g(x), 使 得 式 (1. 13) 成 立 ,我 们 称 该 算法 对 实例 了 是 多 项 式 时 间 算法 
(polynomial time algorithm) ;车 存在 &(z) 为 多 项 式 函数 且 对 该 问题 任意 的 一 个 实例 1 ,都 
有 式 (1. 13) 成 立 , 则 称 该 算法 为 解决 该 问题 的 多 项 式 时 间 算 法 . 特别 对 优化 问题 , 若 一 个 算 
法 为 求解 该 优化 问题 最 优 解 的 多 项 式 时 间 算 法 , 则 称 其 为 该 优化 问题 的 多 项 式 时 间 最 优 算 
法 . 多 项 式 时 间 算 法 也 常常 简称 为 多 项 式 算法 . 

为 了 方便 , 当 不 存在 多 项 式 函数 g(x) 使 得 式 (1. 13) 成 立时 , 称 相应 的 算法 是 非 多 项 式 
时 间 算 法 , 或 指数 时 间 算 法 (exponential time algorithm), 或 简称 为 指数 算法 , 相 比较 而 
言 , 随 着 变量 的 增加 ,多 项 式 函 数 增长 的 速度 比 指数 函数 增长 的 速度 要 慢 得 多 ,例如 , 随 着 
的 增加 ,nt(k 为 正 整数 ) 的 增长 速度 远 比 a"(a 二 1 为 实数 ) 增 长 的 速度 慢 . 因此 ,我们 更 喜欢 
多 项 式 函数 . 若 一 个 多 项 式 时 间 算 法 的 基本 计算 总 次 数 为 Ci 一 2" 既 ,而 另 一 个 非 多 项 式 时 
间 算 法 的 计算 次 数 为 C 二 2". 当 比较 小 的 时 候 , 多 项 式 时 间 算 法 的 优越 性 并 不 明显 . 如 当 
n 二 10 时 ,C1/C; 一 10* ,多 项 式 时 间 算 法 的 计算 次 数 是 非 多 项 式 时 间 算 法 的 10" 倍 .但 当 n== 
2 时 ,C1/C; 二 2 “, 非 多 项 式 时 间 算 法 的 计算 次 数 上 升 非常 快 ,是 多 项 式 时 间 算 法 的 计算 次 
数 的 22 倍 . 

由 上 面 的 讨论 看 出 ,在 实例 的 二 进 制 输入 规模 增 大 时 ,多 项 式 时 间 算法 的 基本 计算 总 次 
数 的 增加 速度 相对 较 慢 . 目前 习惯 将 算法 分 为 多 项 式 时 间 算 法 和 指数 时 间 算 法 ， 且 多 项 式 
时 间 算 法 一 般 也 通俗 地 称 为 有 效 算法 或 好 算法 等 , 而 指数 时 间 算 法 则 被 认为 是 无 效 算法 或 
坏 算法 等 . 这 种 归 类 方法 主要 考虑 的 是 n 增加 时 的 变化 趋势 . 重 述 一 个 观点 ,我 们 构造 算法 
的 目的 是 能 够 解决 问题 的 所 有 实例 而 不 单单 是 问题 的 一 个 实例 . 根据 这 个 观点 ,再 结合 问 
题 .实例 和 算法 ,形成 了 复杂 性 分 析 的 概念 . 


(1.13) 
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复杂 性 分 析 的 一 个 研究 方向 是 对 算法 进行 评价 . 对 于 解决 一 个 问题 的 算法 ,如 何 评估 这 
个 算法 的 性 能 ? 复杂 性 分 析 是 通过 式 (1. 13) 在 最 坏 实例 的 条 件 下 ,确定 是 否 存在 多 项 式 函 
数 g(x), 即 可 以 叙述 为 :对 一 个 求解 问题 的 算法 ,是 否 存在 多 项 式 函数 5g(z) 和 非 负 常 数 a， 
使 得 对 问题 的 任意 一 个 实例 1, 都 有 式 (1. 13) 成 立 ? 这 种 分 析 方 法 称 为 最 坏 情况 分 析 
(worst-case analysis). 

我 们 本 书后 面 各 章 主要 讨论 网 络 优化 问题 的 最 优 算法 . 在 对 网 络 优化 算法 进行 复杂 性 
分 析 时 ,首先 也 应 该 确定 实例 的 输入 规模 (长 度 ). 从 第 1. 3 节 可 以 看 出 , 在 计算 机 上 采用 不 
同 数据 结构 表示 网 络 ( 图 ) 时 , 输入 规模 是 不 同 的 . 值得 注意 的 是 , 在 大 量 的 研究 文献 中 ， 当 
分 析 算 法 的 复杂 度 时 , 为 了 避免 陷 人 对 输入 规模 的 细节 进行 讨论 , 一般 常用 的 方法 是 用 优 
化 问题 的 一 些 具有 代表 性 的 参数 来 作为 输入 规模 . 我 们 在 本 书 的 后 续 章节 中 也 采用 这 种 广 
为 接受 的 方法 ， 即 用 优化 问题 的 一 些 具有 代表 性 的 参数 来 作为 输入 规模 . 通常 采用 的 是 图 
的 节点 个 数 n 和 弧 的 条 数 首 ,以 及 问题 参数 (如 弧 上 的 权 或 节点 上 的 权 等 ) 的 最 大 值 0( 按 绝 
对 值 ) 等 作为 网 络 优化 问题 的 实例 的 输入 规模 . 可 以 看 出 ,实际 问题 的 输入 规模 一 定 是 m,n 
和 log 0 的 一 个 多 项 式 函 数 (为 什么 ? 请 读者 思考 ). 所 以 , 如 果 网 络 优化 算法 是 多 项 式 时 间 
算法 ， 则 运行 时 间 的 上 界 一 定 是 m,n 和 log 9 的 多 项 式 函数 . 特别 地 ,如果 运 行 时 间 的 上 界 
是 m,n 的 多 项 式 函 数 ( 即 该 多 项 式 函 数 不 包 含 log 9)， 则 称 相应 的 算法 为 强 多 项 式 
(strongly polynomial) 时 间 算 法 . 也 就 是 说 , 强 多 项 式 ( 时 间 ) 算 法 的 运行 时 间 的 上 界 不 依赖 
于 问题 参数 的 最 大 值 9, 它 是 一 种 特殊 的 多 项 式 算法 . 我 们 本 书后 面 将 要 介绍 的 网 络 优化 算 
法 中 有 许多 是 强 多 项 式 算法 . 但 是 ,如 果 算 法 运行 时 间 的 上 界 是 m,n 和 9 的 多 项 式 函数 , 则 
称 相应 的 算法 为 伪 多 项 式 (pseudopolynomial) 时 间 算 法 . 也 就 是 说 ,如 果 可 能 采用 “1 进 制 ” 
编码 , 伪 多 项 式 算法 的 运行 时 间 的 上 界 一 定 是 输入 规模 的 多 项 式 函 数 ,所谓 “1 进 制 "编码 ， 
这 里 是 指 对 问题 实例 中 的 一 个 具体 数值 ( 非 负 整 数 )z, 假 设 其 编码 长 度 就 是 x, 而 不 是 通常 
进 制 编码 下 的 输入 长 度 O(logsr ) (B81 为 整数 ). 由 于 采用 “1 进 制 "编码 在 目前 的 计算 
机 上 是 不 现实 的 ,所 以 一 般 来 说 , 伪 多 项 式 ( 时 间 ) 算 法 并 不 是 真正 的 多 项 式 算法 . 例如 ,我 
们 以 后 将 可 以 看 到 , 例 1.7 介绍 的 背包 问题 不 存在 多 项 式 算法 ,但 却 存在 伪 多 项 式 算法 . 


1.4.3 多项式 问题 


除了 对 算法 进行 最 坏 性 能 评价 以 外 ,复杂 性 分 析 的 另 一 个 研究 方向 是 对 组 合 优化 问题 
归 类 . 多 项 式 问题 可 以 作 如 下 定义 . 

定义 1.5 ”对 于 给 定 的 一 个 优化 问题 , 若 存 在 一 个 求解 该 问题 最 优 解 的 算法 一 个 多 项 
式 函数 g(x) 和 非 负 常 数 a, 使 得 式 (1.13) 对 给 定 优化 问题 的 任何 一 个 实例 成 立 , 则 称 给 定 
的 优化 问题 是 多 项 式 时 间 可 解 问题 ,或 简称 多 项 式 问题 ,所 有 多 项 式 问题 集 记 为 
Plpolynomial). 

同样 道理 , 我 们 也 可 以 定义 强 多 项 式 问 题 . 伪 多 项 式 问题 等 . 

例 1.12 ”线性 规划 问题 (linear programming,LP) 
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min cx 
(LP) s.t. Ax=b, 
x>0,7ER". 
其 中 ,ec 为 n 维 列 向 量 ,4 为 mXn 和 矩阵 ,b 为 m 维 列 向 量 ,A,b,c 各 分 量 为 整数 (分 量 为 有 理 
数 等 价 于 整数 ) ,x 为 n 维 决策 变量 . 口 


单纯 形 算法 是 解决 线性 规划 问题 的 主要 算法 之 一 ,对 于 大 多 数 实例 , 它 的 计算 效果 非常 
好 ,这 可 从 实际 工程 ,管理 人 员 的 大 量 实际 应 用 中 得 以 证 实 .也 可 以 说 ,对 线性 规划 问题 的 很 
多 实例 而 言 ,单纯 形 算法 的 运算 时 间 ( 操 作 次 数 ) 是 可 以 被 输入 长 度 (规模 ) 的 多 项 式 控制 
的 .但 也 存在 极端 的 情形 ,例如 早 在 1971 年 就 有 学 者 给 出 过 下 面 这 样 一 个 实例 : 

min 一 zw 

st， 4zl 一 4rt 一 1 
zit+s =1, 
AT)— TH — hr =0,j=2,3,.n, 人 
4 十 zh- 十 45 二 4 了 二 2,3100 nN 
EI 

可 以 证 明 用 单纯 形 算法 求解 线性 规划 (1. 14) ,其 迭代 步 数 是 2" 一 1. 由 此 可 见 , 对 线性 
规划 的 单纯 形 算法 ,不 存在 多 项 式 函数 g(x) 和 非 负 常数 ,使 得 对 问题 的 任意 一 个 实例 T， 
都 有 式 (1. 13) 成 立 . 也 就 是 说 单纯 形 算法 不 是 线性 规划 问题 的 多 项 式 时 间 算法 ,但 这 并 不 能 
说 明 线 性 规划 问题 不 属于 多 项 式 问题 . 前 苏联 科学 家 Khachian 在 1979 年 成 功 地 构造 了 线 
性 规划 问题 的 椭 球 算法 并 证 明了 该 算法 是 多 项 式 时 间 算 法 ,而 且 许多 学 者 又 在 20 世纪 80 
年 代 提出 了 求解 线性 规划 问题 的 许多 种 内 点 算法 ,这 些 算法 也 是 多 项 式 算法 . 因此 ,线性 规 
划 问 题 是 多 项 式 问题 . 

本 书后 面 章节 将 要 介绍 的 许多 网 络 优化 问题 属于 一 类 特殊 的 组 合 优化 问题 , 即 可 以 找 
到 多 项 式 时 间 算 法 的 问题 . 对 于 这 样 的 多 项 式 问题 ,理论 上 我 们 主要 关心 的 是 找到 计算 工作 
量 尽 可 能 小 的 算法 , 即 复杂 度 尽 可 能 低 的 算法 ;而 从 实际 应 用 的 角度 ,我 们 还 关心 算法 的 实 
用 效果 ,希望 找到 实际 计算 效率 很 高 的 算法 . 

并 不 是 所 有 的 组 合 优化 问题 都 找到 了 求解 最 优 解 的 多 项 式 时 间 算 法 . 也 就 是 说 ,还 不 能 
肯定 一 些 组 合 优化 问题 是 否 属于 P. 经 过 几 代数 学 家 的 努力 ,他 们 研究 .整理 了 一 类 难以 求 
解 的 组 合 最 优化 问题 ,迄今 为 止 ,这 些 问 题 还 没有 一 个 有 能 求 得 最 优 解 的 多 项 式 时 间 算法 . 
这 一 类 组 合 最 优化 问题 归 为 所 谓 的 NP-hard 问题 . 受 人 类 认识 能 力 的 限制 ,目前 人 们 只 能 
假设 这 一 类 难 的 组 合 最 优化 问题 不 存在 求解 最 优 解 的 多 项 式 时 间 算 法 . 本 节 中 例 1. 7、 例 
1.8, 例 1.9. 例 1.10 和 例 1. 11 的 组 合 最 优化 问题 都 属于 这 类 难 解 的 问题 . 有 关 复 杂 性 的 一 
些 更 多 的 严格 的 概念 和 一 个 问题 复杂 性 的 严格 确定 将 在 第 2 章 进一步 讨论 . 感 兴趣 的 读者 
可 以 继续 阅读 2. 1 节 或 参考 计算 复杂 性 的 其 他 专著 (如 文献 [6]). 
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练 习 题 


1. 举例 说 明 什么 是 网 络 优化 问题 ? 

2. 证 明 : 在 任何 两 人 或 两 人 以 上 的 人 群 中 ,至 少 有 两 个 人 他 们 的 朋友 一 样 多 . 

3, 证 明 : 一 个 无 向 图 是 二 部 图 的 充 要 条 件 是 它 不 含 奇 圈 ( 即 长 度 为 奇数 的 圈 ). 

4. 设 C 为 图 G 的 邻接 矩阵 ,2 为 图 G 的 关联 矩阵 , 问 C 与 BBT7 之 间 有 什么 关系 ? 分别 
对 G 为 有 向 图 和 无 向 图 的 情况 进行 讨论 . 

5. 证 明 : ” 阶 连通 有 向 图 的 关联 矩阵 的 秩 为 ”一 1. 这 一 结论 对 无 向 图 是 否 成 立 ? 

6， 试 分 析 网 络 图 在 计算 机 上 的 各 种 表示 方法 的 优 缺 点 . 

7. 用 本 章 介绍 的 各 种 表示 方法 在 计算 机 上 表示 图 1.4 的 有 向 网 络 图 . 去 掉 图 中 弧 的 方 
向 后 ,用 本 章 介 绍 的 各 种 表示 方法 在 计算 机 上 表示 该 无 向 
网 络 图 . 

8. 举例 说 明 什么 是 组 合 最 优化 问题 ? 并 以 此 说 明 问 
题 与 实例 的 区 别 . 

9 请 你 设计 一 个 复杂 度 尽 可 能 低 的 算法 ,将 nn 个 自然 
数 由 小 到 大 排列 起 来 ,并 分 析 其 计算 复杂 度 . 图 1.4 第 7 题 图 

10. 给 出 求解 下 列 每 一 个 问题 的 算法 . 在 每 一 个 问题 
里 固定 输入 的 表示 , 即 给 出 它 的 一 个 例子 ,把 你 的 算法 所 需 时 间 的 上 界 表示 为 输入 长 度 的 
函数 ， 

(1) 给 定 平面 上 n( 之 2) 条 直线 ,{az 十 by 一 ci 一 1,2,…,n} ,其 中 tavbycr1i=1， 
2,…,n) 为 整数 .这些 线 有 公共 点 吗 ? 

(2) 给 定 一 个 整数 p,p 是 素数 吗 ? 

(3) 给 定 个 整数 , 选 出 最 大 数 . 

11. 设 /(n),g(n) 是 定义 在 正 整 数 上 的 正 实 值 函 数 ,如 果 存 在 一 个 正常 数 a, 使 得 当 n 
足够 大 时 有 (nn) 和 ag(n), 则 记 f(n) 二 Ol(g(n)). 证明 :对 一 切 给 定 的 正 整数 上 和 ee 之 0, 有 
(log n)*=O0n') ,mm 一 OCTe)". 

12. 和 8& 的 定义 如 下 : 

到 ， 车” 为 素数 ， 
内， 其 余 ， 


人 mm， 车” 为 奇数 ， 
2 5 二 | 训 ， 其 余 . 

下 述 娜 个 结论 对 ? 

(1) f(m=O0(g(n)), 

(2) g(n)=O(f(n)), 

(3) fn) ,gn)=O(n'), 

(4) fln) ,gn)=O(n). 
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在 介绍 具体 的 网 络 优化 问题 与 算法 之 前 ,我 们 需要 了 解 一 些 算法 的 基本 理论 和 方法 . 本 
书 所 介绍 的 网 络 优化 问题 大 多 是 多 项 式 时 间 可 解 问题 ,但 是 还 有 大 量 的 组 合 优化 问题 目前 
还 没有 找到 多 项 式 时 间 算 法 . 当 我 们 面 对 一 个 网 络 优化 问题 ,或 者 组 合 优化 问题 时 ,在 设计 
与 分 析 算法 之 前 ,首先 要 判断 这 个 问题 是 否 为 多 项 式 可 解 ,这 就 涉及 算法 复杂 性 理论 . 算法 
复杂 性 理论 是 算法 领域 的 理论 基石 ,本 章 将 对 它 进 行 简要 的 介绍 . 本 章 还 将 介绍 在 算法 设计 
中 与 分 析 中 一 些 常用 的 方法 ,如 贪 禁 算 法 (greedy algorithm)、 动 态 规划 (dynamic 
programming) ,线性 规划 ,二 分 法 等 . 最 后 ,给 出 一 个 简单 的 网 络 优化 算法 ， 
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1.4 节 初 步 介绍 了 计算 复杂 性 的 一 些 概念 ,我 们 知道 了 多 项 式 问 题 ,同时 也 知道 像 例 
1.7 一 例 1. 11 的 组 合 优化 问题 还 没有 找到 多 项 式 时 间 的 最 优 算法 . 本 节 将 以 组 合 最 优化 问 
题 为 研究 对 象 ,通过 用 几 个 典型 组 合 优化 问题 一 步 一 步 地 展开 、 深 入 ,逐渐 理解 有 关 NP、 
NPC 和 NP-hard 的 概念 . 同时 ,介绍 如 何 分 析 一 个 组 合 优化 问题 的 计算 复杂 性 . 计算 复杂 性 
问题 的 研究 涉及 图 灵 (Turing) 机 概念 . 在 此 , 仅 用 组 合 优化 中 较为 直观 和 通用 的 语言 简单 
描述 . 


2.1.1 问题 \ 实 例 与 输入 规模 


首先 ,我 们 介绍 一 些 有 关 问 题 复杂 性 的 基本 概念 . 复杂 性 的 研究 是 从 区 分 “问题 "和 “ 实 
例 ” 并 定义 实例 的 “输入 规模 "开始 的 ,我 们 在 第 1 章 对 此 已 经 作 了 一 些 介 绍 ,下 面 再 简单 回 
顾 一 下 这 些 概念 . 

给 定 一 个 组 合 优化 问题 , 当 问 题 中 的 参数 赋予 具体 值 时 , 称 为 问题 的 一 个 实例 . 这 些 具 
体 值 称 为 数据 ,这 些 数据 输入 计算 机 所 占 的 空间 称 为 实例 的 输入 长 度 (input length) 或 输入 
规模 (input size). 

也 就 是 说 ,一 旦 问题 中 所 有 的 参数 确定 具体 值 以 后 ,我 们 称 之 为 问题 的 一 个 实例 , 且 实 
例 的 输入 长 度 同 计算 机 中 的 存储 编码 (encoding) 方 式 有 关 . 对 问题 .实例 和 输入 长 度 3 个 概 
念 ,我 们 用 表 2. 1 和 表 2. 2 所 列 内 容 来 理解 ( 表 2. 2 中 假设 采用 二 进 制 编码 ). 

在 1.4 节 说 过 ,以 B 进 制 (8>1 且 为 正 整数 ) 记 录 一 个 正 整数 n, 即 若 ”的 展开 形式 为 

n=asp* ar 84 十 … 十 aoB? ， 

其 中 aw 天 0,aEt0,1,…,8 一 1),i 一 0,1,…,, 则 它 的 8 进 制 数据 为 atak-…ao. 所 以 输入 长 
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度 k 十 1 在 logm 与 logsn 十 1 之 间 , 或 用 整数 [logzm 1] 十 1 估计 输入 长 度 的 上 限 . 对 包含 多 个 
数据 的 实例 ,采用 数据 累计 的 方法 记录 实例 的 输入 长 度 . 由 于 计算 机 中 只 有 有 限 位 有 效 数 
字 , 故 所 有 数据 都 以 有 理 数 讨论 . 
注 : 此 处 都 是 对 非 负 整数 考虑 输入 长 度 , 即 没有 考虑 实际 数据 中 的 负 号 . 它们 将 在 下 面 
讨论 的 算法 中 体现 . 
表 2.1 问题 和 实例 


间 题 实例 

TSP 例 1.8 问题 中 的 各 参数 为 ;100 个 城市 ,城市 间距 离 du 已 知 . 

背包 问题 例 1.7 问题 中 的 各 个 参数 为 :4 个 物品 .大 小 分 别 为 4,3,2.2, 价 值 分 别 为 8,7,5， 
7. 包 的 大 小 为 6. 


整数 线性 规划 例 1.9 问题 中 的 mA.bec 已 知 - 


表 2.2 编码 与 输入 长 度 


数据 - 进 制 编码 输入 长 度 

1 1 1 

2 10 2 

10 1010 4 

64 1 000 000 和 
k>2 <[logk 1+1 


一 个 实例 完全 由 它 的 数据 决定 . 给 定 一 个 问题 的 数据 , 即 给 定 一 个 实例 ,我 们 可 以 用 一 
种 已 知 的 计算 机 上 的 方法 去 求解 . 这 种 计算 机 上 的 求解 方法 称 为 算法 . 算法 不 仅仅 局 限于 每 
-个 实例 ,而 是 求解 问题 的 通用 程序 . 评价 算法 的 一 个 主要 指标 是 计算 所 耗 用 的 时 间 . 耗 用 
的 时 间 可 以 通过 两 种 方法 计量 . 第 一 种 计量 方法 是 计算 机 中 央 处 理 器 处 理 实例 的 工作 时 间 . 
由 于 计算 时 间 可 能 因 计算 机 的 运算 速度 不 同 而 产生 差别 ,这 种 计量 方法 因 计算 机 的 不 同 而 
失去 了 比较 的 效能 . 另 一 种 计量 方法 是 估计 算法 的 基本 运算 总 次 数 , 即 算法 中 加 、 减 , 乘 、 除 
和 比较 等 的 总 次 数 . 无 论 如 何 , 算 法 的 加 \ 减 , 乘 . 除 和 比较 等 基本 运算 是 确定 的 ,于 是 ,一 个 
算法 基本 运算 的 总 次 数 也 就 称 为 该 算法 的 计算 时 间 . 衡量 一 个 算法 的 计算 效率 应 该 考虑 计 
算 时 间 和 其 计算 实例 的 输入 长 度 . 一 个 算法 解决 一 个 问题 ,我 们 以 此 为 目的 构造 算法 . 从 
1.4 节 中 的 介绍 我 们 可 以 知道 :一 个 算法 的 功效 是 通过 该 算法 的 最 坏 实例 的 计算 时 间 来 评 
价 ; 一 个 问题 是 否 为 多 项 式 问题 是 通过 研究 是 否 存在 一 个 最 优 算法 和 一 个 多 项 式 函数 g(x) 
使 得 式 (1. 13) 对 所 有 的 实例 成 立 . 
迄今 为 止 ,对 许多 的 组 合 优化 问题 都 没有 找到 求 最 优 解 的 多 项 式 时 间 算法 ,因此 , 比 多 
项 式 问 题 类 可 能 更 广泛 的 一 个 问题 类 是 非 确定 多 项 式 (nondeterministic polynomial, NP) 
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问题 . NP 的 概念 是 由 判定 问题 引入 的 . 


2.1.2 判定 问题 


定义 2.1 如 果 一 个 问题 的 每 一 个 实例 只 有 “是 ”或 “ 否 "两 种 答案 , 则 称 这 个 问题 为 判 
定 问 题 (decision problem). 称 有 肯定 答案 的 实例 为 “是 "实例 . 称 答案 为 “ 否 "的 实例 为 “ 否 ” 
实例 或 非 * 是 "实例 . 

在 研究 组 合 优化 问题 复杂 性 时 ,处 理 的 方法 是 对 给 定 的 一 类 优化 问题 ,将 其 转化 为 判定 
问题 ,使 对 每 一 个 实例 只 有 "是 "或 “ 否 " 的 回答 . 例 2. 1 和 例 2. 2 给 出 几 个 优化 问题 对 应 的 判 
定 问 题 . 

例 2.1 例 1.12 的 线性 规划 问题 (LP) 转 化 为 LP 判定 问题 

先 给 出 一 个 目标 值 = ,将 极 小 化 目标 函数 转化 为 :判定 是 否 有 可 行 解 使 其 目标 值 不 超过 
这 个 <. 判定 问题 的 数学 表达 式 为 :给 定 =, 是 否 有 

2 4x 一 bx 二 0) 天 局 ? 
其 中 xE {x|lerxs<,4x 一 bx 三 0)} 称 为 对 应 线性 规划 判定 问题 的 可 行 解 . 同样 ,整数 线性 规 
划 也 可 以 写成 同 以 上 的 判定 问题 . 口 

例 2.2 例 1.8 的 TSP 问题 对 应 的 判定 问题 

用 ?个 城市 的 一 个 排列 二 六 表示 商人 从 城市 i 出 发 依次 通过 i，… ,i, ,最 后 返回 i 
这 样 一 个 路 径 . 判定 问题 为 :给 定 <, 是 否 存 在 个 城市 的 一 个 排列 W 三 hia…i, ,使 得 


/(W) = Fa, <2? 


其 中 心 = 满足 /(W) 一 De 三 z 的 一 个 排列 W 称 为 对 应 判定 问题 的 一 个 可 行 解 . 
| 口 
如 下 面 的 例 2. 3 和 例 2.4 所 示 , 有 些 组 合 问题 本 身 就 是 一 个 判定 问题 . 
例 2.3 适 定性 问题 (satisfiability problem) 
在 逻辑 运算 中 ,布尔 变量 x 的 取 值 只 有 两 个 :“ 真 "和 *“ 假 ", 逻辑 运算 有 “或 (十 )”,“ 与 
C0)" 和 * 非 ( ”如 果 * 真 "用 "1” 表 示 ,“ 假 "用 “0” 表 示 ,布尔 运算 遵循 表 2. 3(a),(b),(c) 
的 运算 规律 . 


表 2.3(a) 运算 十” 表 2.3(b) 运算 .” 表 2.3(c) 运算 ” 
布尔 变量 值 运算 结果 布尔 变量 值 运算 结果 布尔 变量 值 运算 结果 
0 0 0 0 0 0 0 1 

0 1 0 1 0 1 0 

0 1 1 0 0 

1 1 1 1 1 1 
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设 {zivza,…yzv} 为 ! 个 布尔 变量 ,布尔 变量 及 其 " 非 " 组 成 的 集合 (zi,zs，…zoiziy 
ivzro} 称 为 文字 集 . 文字 集 的 任意 一 个 子 集 及 其 各 元 素 的 “或 "运算 组 成 一 个 句子 .m 个 
句子 及 它们 之 间 的 “与 "运算 组 成 一 个 表达 式 . 如 表达 式 

《zi 十 rz)。Ty 
的 两 个 句子 为 x, 十, 和 zx2. 当 每 一 个 逻辑 变量 取 一 定 值 时 ,采用 逻辑 运算 关系 ,可 以 计算 
布尔 表达 式 的 值 . 在 上 式 中 , 当 zx; 二 1,x; 二 1 时 ,表达 式 为 " 真 ”一 组 使 表达 式 为 " 真 "的 变量 
取 值 称 为 真 值 分 配 . 存在 真 值 分 配 的 表达 式 称 为 适 定 的 . 容易 证 明 , 表 达 式 
(zi 十 区 )。( 工 | 十 zz)。(zi 十 zz)。( 元 :十 zz) 


就 不 是 适 定 的 . 

适 定性 问题 定义 为 : 

给 定 包含 个 布尔 变量 的 m 个 句子 Ci,C;，,…,C。 ,布尔 表达 式 C'， C:，…。C。 是 适 
定 的 吗 ? 口 


例 2.4 三 精确 覆盖 (3-exact covering) 

已 知 S= {ww ,ua vaan } 的 个 子 集 构成 的 子 集 族 下 = (Si ,S;,…,S,) ,其 中 每 个 子 集 
包含 S 中 3 个 元 素 ,F 中 是 否 存在 m 个 子 集 S,，: S， ,使 得 U15; 二 5S? 若 m 个 子 集 
Si ,S。，，S, 满足 U15, S, 则 称 岂 个 子 集 S S, 覆盖 S. 口 


2.1.3 非 确定 多 项 式 问题 类 (NP) 


对 于 判定 问题 ,我 们 可 以 将 求解 该 问题 的 算法 分 为 两 个 阶段 .第 1 阶段 称 为 求解 或 猜测 
阶段 . 它 的 主要 芽 作 是 求解 或 猜测 该 问题 的 一 个 解 .对 于 “是 ”实例 ,我 们 的 目标 是 能 够 找到 
回答 “是 "实例 的 解 .第 2 个 阶段 称 为 检查 或 验证 阶段 . 一 旦 解 已 经 选 定 ,将 求 出 的 解 或 猜测 
的 解 作 为 输入 ,验证 此 解 是 否 为 该 实例 “是 ”的 回答 . 我们 称 实例 “是 "回答 的 解 为 实例 的 可 行 
解 ,否则 称 为 不 可 行 解 . 求解 一 个 实例 是 否 存在 回答 “是 "的 解 是 难度 较 大 的 工作 ,对 于 很 多 
优化 问题 ,目前 不 能 在 多 项 式 时 间 内 完成 . 因此 ,我 们 考虑 降低 求解 的 要 求 ,定义 一 类 相对 
“容易 "的 问题 : 对 于 一 个 判定 问题 的 任 一 个 “是 "实例 ,是 否 可 以 在 多 项 式 时 间 内 验证 它 确 
实 是 "是 ”实例 ?这 就 引出 了 一 类 更 广泛 的 问题 : 非 确定 多 项 式 问题 类 (NP). 

在 计算 机 计算 的 过 程 中 ,问题 的 每 一 个 实例 在 计算 机 输入 时 都 以 一 定 结构 的 字符 串 表 
示 , 如 例 1.8 的 TSP 问题 的 每 一 个 实例 可 以 用 一 个 长 度 不 超过 n(n 一 1) 十 log|P| 的 0-1 字 
符 串 表示 ,其 中 P= Qtd |d 去 0). 时 常 采用 “ 解 " 表 示 问 题 的 一 个 解决 方案 . 实例 的 每 一 个 
解 也 同样 可 以 用 一 个 字符 串 表示 . 

定义 2.2 若 存在 一 个 多 项 式 函 数 g(z) 和 一 个 验证 算法 互 ,使 得 : 判定 问题 A 的 任何 

-个 实例 [为 “是 "实例 当 且 仅 当 存 在 一 个 验证 字符 种 S, 满 足 其 输入 长 度 d(S) 不 超过 
sg(d(CD) ,其 中 d(D 为 工 的 输入 长 度 , 且 算法 H 验证 实例 为 “是 "实例 的 计算 时 间 /(H) 不 
超过 g(Cd(7D)), 则 称 判定 问题 A 是 非 确定 多 项 式 的 , 简 记 为 NP. 在 不 混淆 的 情况 下 ,用 NP 
表示 所 有 非 确定 多 项 式 问题 的 集合 . 
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由 上 面 的 定义 知 ,判定 问题 是 否 属于 NP 的 关键 是 对 “是 ”判定 实例 ,“ 存 在 ”一 个 验证 字 
符 串 和 算法 ,满足 以 上 定义 . 我 们 不 须 回 答 “ 存 在 "的 算法 和 字符 串 是 怎样 得 到 的 ,这 里 验证 
字符 串 的 含义 一 般 可 以 理解 为 实例 的 一 个 解 . 定义 2. 2 中 两 处 用 到 多 项 式 的 限制 ,一 处 是 
“验证 "字符 串 S 的 输入 长 度 不 超过 g(d(T)), 另 一 处 是 算法 妃 验证 实例 I 为 “是 ”实例 的 计 
算 时 间 不 超过 g(d(D). 可 以 将 上 面 定义 中 这 两 处 的 多 项 式 限 制 改 变 为 :存在 两 个 多 项 式 函 
数 gl (xz) 和 gs(x) ,使 得 "验证 "字符 串 S 的 输入 长 度 不 超过 g,(d(1)), 算 法 互 验证 实例 了 
为 “是 "实例 的 计算 时 间 不 超过 g;(d(1)). 因为 只 要 选 高 阶 的 多 项 式 作 为 定义 2. 2 中 的 
8(X) ,这 样 的 定义 与 原 定 义 2. 2 等 价 . 

对 非 “ 是 "实例, 我们 不 讨论 它 的 相关 判定 的 结果 . 由 定义 可 知 PENP. 用 下面 例 2. 5、 例 
2.6 理解 如 何 确定 一 个 判定 问题 是 否 属于 NP. 

例 2.5( 续 例 2. 2) TSP 问题 属于 NP 

例 2. 2 给 出 了 对 应 的 判定 问题 , 对 任何 一 个 n 城市 TSP 实例 , 它 的 解 形式 是 {1,2,…， 


对 的 一 个 排列 W=iLiz*…i。， 显然 该 字符 中 输入 长 度 不 超过 (iog ]+1) 一 2 十 aflog 
实例 的 输入 长 度 可 由 城市 间 的 距离 数据 确定 ,城市 间 的 距离 数据 有 n(n 一 1) 个 (不 考虑 城市 
自身 间 的 距离 ), 城 市 i 和 j 之 间 的 一 个 非 零 距离 d， 的 输入 长 度 不 低 于 max{1,log | di | )， 
因此 ,实例 的 输入 长 度 不 低 于 工 = max{n(n 一 1),log | 已 |} ,其 中 ,P= ]]{d, |w 0). 
这 样 估计 出 实例 的 输入 长 度 不 低 于 n(n 一 1). 上 面 的 讨论 表明 ,TSP 任何 一 个 解 的 输入 长 度 
不 超过 n(1 十 [log nD 过 n(n 一 1) 十 4, 不 超过 实例 输入 长 度 工 十 4. 

车 给 定 TSP 判定 实例 的 一 个 可 行 解 ,只 需 验证 


JW) = Dd S27 

验证 算法 有 个 加 法 和 1 个 比较 ,算法 的 计算 时 间 为 "十 1 到 了 十 4. 于 是 ,定义 2.2 中 的 
多 项 式 函数 可 选 g(x) 二 + 十 4, 验 证 算法 的 计算 时 间 和 判定 问题 实例 可 行 解 的 输入 长 度 都 满 
足 定义 2. 2 的 要 求 , 故 TSPE NP. 口 

例 2.6( 续 例 2. 4) 三 精确 覆盖 属于 NP 

集合 S 中 共有 3m 个 元 素 , 按 下 标 排列 这 些 元 素 ,此 时 , 子 集 族 下 中 的 每 一 个 元 素 
S;(i 二 1,2,…,n) 对 应 一 个 3m 维 向 量 . 向 量 形式 为 :向 量 的 3m 个 分 量 分 别 对 应 3m 个 元 素 ， 
包含 在 对 应 子 集中 的 元 素 为 1, 余 下 的 为 0. 例如 ,6 个 元 素 S= {i ,wu，…,us) 下 中 的 一 个 
元 素 ( 即 S 的 一 个 子 集 )S, 一 fu ,us ,us} ,对 应 向 量 为 a ,二 (1,1,0,0,0,1). 表示 为 一 个 字符 
串 (110001). 下 中 个 元 素 {S, ,S;,…,S;.) 是 下 的 一 个 精确 三 覆盖 的 充分 必要 条 件 为 字 


符 囊 向 量 问题 满足 :相应 m 个 字符 囊 对 应 的 向 量 @ ,a ,… wa 满足 a 一 (1,1,…,D) 


无 论 如 何 ,三 精确 覆盖 问题 任何 一 个 实例 的 输入 长 度 至 少 需要 占用 长 度 3m. 上 面 的 讨 
论 得 到 ,三 精确 覆盖 问题 转化 为 一 个 字符 品 向 量 问 题 . 按 字 符 串 向 量 问题 ,三 精确 覆盖 任何 
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-个 “是 ”实例 的 解 可 以 用 输入 长 度 为 3m? 的 字符 表示 . 验证 六 a 二 (1,1,…,1) 是 否 成 立 


的 算法 需 3m? 个 加 法 和 3m 个 比较 ,算法 的 计算 时 间 为 3m? 十 3m. 多 项 式 函 数 可 选 g(x) 一 
3z? 十 z, 则 定义 2.2 条 件 满足 ,所 以 三 精确 覆盖 属于 NP. 口 

研究 中 我 们 常常 有 这 样 一 种 思路 ,设法 将 几 类 问题 归结 为 一 个 问题 ,一旦 解决 了 这 一 个 
归结 后 的 问题 ,其 他 的 几 类 问题 也 就 得 到 解决 . 我 们 称 这 种 方法 为 归 类 或 归 约 . 处 理 判定 问 
题 也 有 类 似 的 方法 . 

定义 2.3 给 定 问题 Al 和 A2, 若 存在 一 个 多 项 式 函 数 EC(z) 和 一 个 多 项 式 算 法 9 
满足 : 

(1) 对 Al 的 任何 一 个 实例 1, ,在 实例 万 的 输入 长 度 d( 了 1) 的 多 项 式 时 间 g(d(T)) 内 ， 
算法 pg 将 实例 了 的 输入 转换 为 A2 的 一 个 实例 I 的 输入 ; 

(2) 算法 g 的 这 种 转换 (构造 ) 过 程 使 得 实例 1， 和 1; 的 解 一 一 对 应 , 即 q 在 多 项 式 时 间 
内 将 实例 1 的 一 个 解 由 的 输入 转换 为 实例 I: 的 一 个 解 的 输入 , 且 d, 为 站 的 “是 ”答案 的 
充分 必要 条 件 是 d, 对 应 的 解 是 1; 的 一 个 “是 "答案 . 

则 称 问题 Al 多 项 式 转换 (transformation) 为 问题 A2, 算 法 p 称 为 问题 Al 到 问题 A2 的 一 
个 转换 算法 . 

可 见 , 此 时 的 多 项 式 算法 g 是 一 种 字符 串 映射 关系 ,即将 Al 的 实例 1 的 输入 字符 串 
转换 为 A2 的 一 个 实例 1; 的 输入 字符 串 , 将 实例 1 的 一 个 解 di 的 输入 字符 串 转换 为 实例 
I 的 一 个 解 的 输入 字符 串 . 下 面 我 们 通过 例 2.7 和 例 2. 8 来 理解 定义 2. 3. 

例 2.7( 续 例 2. 3) 适 定性 问题 多 项 式 转换 为 整数 线性 规划 问题 . 

将 适 定性 问题 的 逻辑 变量 * 真 "对 应 “1"， 假 "对 应 “0", 于 是 逻辑 变量 x 对 应 整数 变量 ， 
工 对 应 1 一 xz. 一 个 个 变量 的 句子 C,(j 二 1,2,…,m) 要 求 是 * 真 ", 对 应 下 列 不 等 式 是 耕 有 
可 行 解 : 


Drt Dr)F1, j=1,2,m, (2.1) 
zi € {0,1}, 一 12 (2.2) 


对 于 适 定 性 问题 的 任何 一 个 实例 , 它 是 由 nn 个 逻辑 变量 和 m 个 句子 组 成 . 按 实例 的 定 
义 ,m 个 句子 中 的 逻辑 变量 值 是 已 知 的 数据 , 故 适 定性 问题 实例 的 输入 长 度 是 mn. 由 式 
(2. 1) 和 式 (2. 2) 的 映射 ,对 应 m 组 式 (2.1) 和 组 式 (2.2) 形 式 的 不 等 式 是 整数 线性 规划 问 
题 , 不 难 算出 对 应 整数 线性 规划 实例 的 输入 长 度 不 超过 2mn 十 mlog n. 因此 ,定义 2.3 中 的 
多 项 式 函 数 选 g(x) 二 3zx? ,就 有 定义 2. 3 的 (1) 成 立 . 易 证 适 定性 问题 到 对 应 式 (2. 1) 和 式 
(2. 2) 约 束 的 整数 规划 问题 满足 定义 2. 3 的 (2) ,说 明 适 定性 问题 多 项 式 转换 为 整数 线性 规 
划 问 题 . 口 

研究 例 1.7 的 0-1 背包 问题 的 一 种 特殊 情形 cj 二 a;,j 一 1,2,…,n, 我 们 可 以 给 出 一 个 
特殊 0-1 背包 问题 : 子 集 和 问题 (subset sum problem). 我 们 可 以 给 出 它 的 一 个 判定 问 
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题 为 : 
对 给 定 的 整数 c,(j 一 1,2,…,n) 和 4b, 是 否 存在 {1,2,…,n} 的 子 集 B, 使 得 >)cj 一 6? 


ba 

例 2.8 三 精确 覆盖 多 项 式 转换 为 子 集 和 判定 问题 . 

由 例 2.6 的 S, 与 二 进 制 向 量 的 对 应 关系 ,一 个 二 进 制 向 量 又 可 与 一 个 整数 一 一 对 应 : 
S66= Dnt+D"! (2.3) 


Pr 


如 此 ,将 一 个 向 量 一 一 对 应 于 一 个 整数 . 对 于 3m 个 分 量 全 为 1 的 向 量 (1,1,…,1), 选 5 为 
(oll) 一 0 一 Tat 和 (2.4) 
容易 验证 上 面 对 应 满足 定义 2. 3 的 (1). 由 上 面 的 构造 ， 三 精确 覆盖 实例 的 一 个 解 {S, ， 
SS ESE 丰 一 一 对 应 子 集 和 判定 问题 实例 的 一 个 解 也 一 ti) 此 时 ,S 存 在 一 
个 精确 三 往 盖 {S;，S， ) 的 充 要 条 件 为 > cr 


充分 性 :假设 存在 T 己 11,2,…,n}) ,使 得 了 yc, = b. 由 式 (2.3) 和 式 (2.4),b 的 每 个 指数 
JET 


项 系数 为 1. 义 因为 了 的 总 项 数 不 超 过 ”其 同 次 寡 项 的 系数 和 不 超过 ,因而 ,由 T 和 式 
〈2. 4),x 十 1 的 每 个 次 等 项 系数 恰好 为 1. 由 式 (2. 3) 的 反 变 换 , 得 S,j ET 是 S 的 一 个 三 精 
确 著 盖 . 
必 式 (2.3) 和 式 (2.4) 的 定义 ,可 得 结论 . 
由 上 面 的 讨论 ,映射 关系 (2. 3) 和 (2.4) 满 足 定义 2. 3 的 (2) ,所 以 ,三 精确 覆盖 多 项 式 时 
间 转 换 为 子 集 和 判定 问题 . 口 


2.1.4 NP 完全 问题 类 (NPC) 


Cook 在 1971 年 给 出 并 证 明了 有 一 类 问题 具有 下 述 性 质 : 

(1) 这 类 问题 中 任何 一 个 问题 至 今 未 找到 多 项 式 时 间 算 法 ; 

(2) 如 果 这 类 问题 中 存在 一 个 问题 有 多 项 式 时 间 算 法 ,那么 这 类 问题 都 有 多 项 式 时 间 
算法 . 

这 类 问题 就 是 所 谓 的 NP 完全 问题 . 下 面 逐步 给 出 其 严格 定义 . 

定义 2.4 已 知 判定 问题 Al 和 A2, 若 存在 多 项 式 函 数 g(x) 和 g;(zx) ,使 得 对 Al 的 
任何 实例 1, 在 多 项 式 时 间 内 构造 A2 的 一 个 实例 ,其 输入 长 度 不 超过 gi (dl 了)), 并 对 A2 的 
任何 一 个 算法 H2, 都 存在 问题 Al 的 一 个 算法 Hl1, 使 得 Hl 算法 调用 H2 算法 并 使 得 计算 
时 间 fn (dD)Sgz(fulgr(d(D))), 其 中 fm (d( 了 )) 和 fnz(d( 了 n)) 分 别 表示 算法 Hl 和 
五 2 的 计算 时 间 与 实例 输入 长 度 4( 了 7) 之 间 的 关系 , 则 称 问题 Al 多 项 式 归 约 (reduction ) 为 
A2 问题 . 

从 定义 2.4 可 以 看 出 , 若 A2 存在 多 项 式 时 间 算 法 , 则 Al 一 定 存在 多 项 式 时 间 算 法 , 因 
此 ,问题 A2 的 难度 不 低 于 问题 A1. 再 比较 定义 2. 3 和 定义 2.4, 若 问题 Al 多 项 式 转换 为 “ 


= b. 
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问题 A2, 对 A2 的 一 个 算法 互 2 ,构造 求解 Al 问题 的 算法 可 遵循 如 下 步骤 :对 问题 Al 的 任 
何 一 个 实例 下 , 先 用 多 项 式 时 间 gr(d(1)) 构 造 A2 问题 的 一 个 实例 ;再 调用 算法 H2 求 
解 ,这 一 步 的 计算 时 间 为 As(gi(d())). 这 样 构造 的 算法 对 Al 问题 任意 实例 了 的 计算 
时 间 不 超过 gi (4(1)) 十 f(gr(d(11))) ,满足 定义 2.4,Al 多 项 式 归 约 为 A2 问题 . 由 此 
得 出 定义 2.4 比 定义 2.3 更 广泛 . 
用 例 2.9 来 理解 定义 2. 4. 
例 2.9( 续 例 2. 3) 适 定性 问题 多 项 式 归 约 为 三 精确 覆盖 问题 . 
例 2. 3 定义 的 适 定性 问题 为 :x ,7;，,…,X, 为 逻辑 变量 ,Ci,C:,…,C。 为 句子 . 现在 构 
造 一 个 三 精确 覆盖 问题 , 共 分 3 个 部 分 构造 三 精确 覆盖 的 元 素 集合 S. 
第 1 部 分 对 所 有 的 逻辑 变量 及 其 * 非 进行 复制 ,对 应 每 一 句子 复制 一 次 , 共 2mn 项 ， 
记 成 
U={zi,zIli=1,2.0 .nj=12 .0 mm}. 
第 2 部 分 包含 3 种 类 型 的 元 素 共 2mn 项 . 
V={ail ,2 一 1,2， 
Utadl ‘12900 nT—13j=1,2,.. ,mm}. 
第 3 部 分 同 第 2 部 分 的 构造 基本 相同 ， 
W={W li=1,2.0 nj=1 ,2 mm} U {wj=1,2,.. .mm} 
Ut{dli=1,2,.0 ,7—13j=1,2 ,0m}. 
于 是 ,S 中 共 包 含 6mn 个 元 素 . 3 元 素 子 集 族 下 仅 由 下 列 3 部 分 子 集 族 组 成 : 
第 1 部 分 :由 U,V,W 中 各 选 一 个 元 素 ,组 成 (zi af ,的 ) ,i 二 1,2,… ,nj 二 1,2,… sm 或 
《zi a yi==1,200 08j 王 1.2 ms 其 中 ,定义 a? ! .下 中 包含 w 和 类 型 的 元 素 
仅 有 上 面 这 些 组 合 形 式 , 则 对 任意 i 任何 覆盖 of ,4b ,i==1， ,3j 二 1,2,…,m 的 所 有 3 
元 素 子 集 族 中 必 是 同 由 a 和 4 类 型 的 元 素 与 x,j 二 1,2,…,m 组 合 , 即 (xi,al,),j 二 1， 
2,…,m, 或 是 同 由 a 和 4b 类 型 的 元 素 与 1,j 二 1,2,…,m 组 合 , 即 (7 ,af*!,b),j 二 1,2,…， 
m, 这 一 部 分 包含 2mn 个 元 素 . 
第 2 部 分 :由 (9 1 好, 吧 ) ,二 1,2,…,m 组 成 ,其 中 ,y, 是 句子 C, 中 的 一 个 逻辑 变量 . 由 
于 U 包含 所 有 让 辑 变量 的 “是 ”及 其 “ 否 ”, 自 然 包 含 %. 因此 ,第 2 部 分 同 第 1 部 分 仅 在 这 一 
位 置 可 能 出 现 相同 元 素 . 由 F 的 第 1、 第 2 部 分 组 成 , 知 y,€ Ci 阁 U. 这 一 部 分 包含 个 
元 素 . 
第 3 部 分 :(y ea ,di 一 1,2, ,一 15 一 1,2,…,mm 一 1,2,…,m, 其 中 ,EU. 这 
一 部 分 包含 (n 一 1)mm 个 元 素 . hE 
3 元 子 集 族 下 中 共有 m? (mn 一 1) 十 m 十 2mn 个 子 集 . 
假设 适 定 性 问题 的 一 个 实例 由 个 逻辑 变量 的 m 个 句子 组 成 ,实例 的 输入 长 度 由 个 
句子 中 的 逻辑 变量 值 确定 ,因此 实例 的 输入 长 度 为 mn. 上 面 已 构造 三 精确 覆盖 问题 一 个 特 
” 殊 情况 ,这 是 一 种 映射 ,简单 估计 三 精确 覆盖 问题 实例 的 输入 长 度 不 超过 |S11F|, 其 中 |S| 


Mm}U {vlj=1,2,.% m} 
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和 |FF| 分 别 表示 集合 S 和 下 中 元 素 的 个 数 , 即 不 超过 6mn(m 十 2mn 十 m*n) ,定义 2.4 中 的 
多 项 式 函数 选 为 gi (z) 一 6z 十 18z=. 

当 3 元素 族 下 中 存在 5S 的 一 个 三 精确 覆盖 实例 时 , 必 包 含 第 2 部 分 的 m 组 , 取 三 精确 
杆 盖 中 第 2 部 分 w 的 逻辑 变量 为 * 真 " 值 , 即 , 当 y= 二 xz, EC 时 ,zz 二 1; 当 yy 一 XEC, 时 ， 
Zz 二 0. 则 对 应 适 定性 问题 的 一 个 “是 "实例 . 反之 ,对 适 定性 问题 的 任何 一 个 “是 "实例 , 按 上 
面 的 构造 ,对 应 三 精确 覆盖 一 个 “是 "实例 ,其 三 精确 获 盖 是 :在 下 集合 中 的 第 2 部 分 (y,,v， 
…om 中, 取 y 为 C, 中 取 值 为 " 真 "的 逻辑 变量 ;在 C, 中 逻辑 变量 y, 可 能 有 两 
种 形式 y, 二 zz, 或 y, 二 ,以 yy, 一 zx, 二 1 的 情况 来 讨论 ( 同 法 讨论 w = 工 ,=1 的 情况 ): 在 下 的 
第 1 部 分 中 , 取 二 GG 二 1,2,…,m) 对 应 的 所 有 3 元 组 ,至 此 , 共 选 取 (n 十 1)m 个 3 元 组 ;最 
后 ,在 下 的 第 3 部 分 中 ,选取 覆盖 S 中 U,V,W 的 余下 部 分 的 (n 一 1)m 个 3 元 组 . 由 此 ,上 面 
构造 的 问题 可 用 三 精确 覆盖 问题 的 一 个 算法 求解 . 因此 , 适 定性 问题 可 由 多 项 式 归 约 为 三 精 
确 覆 盖 问 题 . 

定义 2.5 (1) 对 于 判定 问题 A, 若 AE NP 且 NP 中 的 任何 一 个 问题 可 在 多 项 式 时 间 
内 归 约 为 A, 则 称 A 为 NP 完全 问题 (NP-complete 或 NPC). (2) 对 于 判定 问题 A, 若 NP 中 
的 任何 一 个 问题 可 在 多 项 式 时 间 内 归 约 为 判定 问题 A, 则 称 A 为 NP 困难 问题 (NP-hard 或 
NPH). 

所 有 NP 完全 问题 的 集合 记 为 NPC, 即 A 为 NP 完全 问题 可 以 表示 为 AE NPC; 所 有 
NP 困难 问题 的 集合 记 为 NPH, 即 A 为 NP 困难 问题 可 以 表示 为 AENPH. 有 时 为 了 方便 
也 直接 说 问题 A 是 NPC( 或 NPH). NPC 和 NP-hard 两 者 的 区 别 是 ;验证 一 个 问题 A 是 否 
为 NPC 的 关键 有 两 点 ,一 是 NP 中 的 任何 一 个 问题 是 否 可 在 多 项 式 时 间 内 归 约 为 A, 一 是 
判断 A 是 否 属 于 NP, 即 是 否 存在 一 个 字符 串 ( 其 输入 长 度 为 实例 输入 长 度 的 多 项 式 函数 ) 
和 一 个 多 项 式 时 间 的 验证 算法 ;验证 一 个 问题 A 是 否 为 NP-hard 则 无 须 判断 A 是 否 属于 
NP. 根据 定义 2.5 可 知 NPCCNPH. 

根据 多 项 式 转换 ,多 项 式 归 约 ,NPC,NPH 等 的 定义 , 当 我 们 已 知 一 个 问题 属于 NPC 或 
NPH 时 ,如 果 再 遇 到 一 个 新 间 题 ,只 要 已 知 问题 可 以 多 项 式 归 约 为 新 问题 , 则 知 新 问题 属于 
NPH; 当 还 可 以 验证 新 问题 属于 NP 时 , 则 该 问题 属于 NPC. 由 此 可 知 ,研究 一 个 新 间 题 的 
复杂 性 ,往往 借助 于 已 知 问题 的 复杂 性 和 多 项 式 归 约 . 下 面 通过 例子 了 解 这 一 过 程 . 

例 2.10 适 定性 问题 是 NPC 

证 明 可 参阅 文献 [6] 或 文献 [17] 等 . 口 

我 们 认为 该 问题 是 已 知 的 . 下 面 是 一 种 比较 典型 的 研究 方法 ,如 果 可 能 的 话 , 将 适 定性 
问题 归 约 到 所 研究 的 问题 . 问题 复杂 性 也 就 由 此 而 得 到 . 

例 2.11 三 精确 覆盖 属于 NPC 

由 例 2. 6 和 例 2. 9 得 结论 . 口 

例 2.12 子 集 和 判定 问题 属于 NPC 

子 集 和 判定 问题 的 解 对 应 一 个 n 维 0-1 分 量 的 向 量 . 于 是 ,很 易 验证 属于 NP. 


wg 
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例 2.8 已 证 明 三 精确 覆盖 多 项 式 转换 为 子 集 和 判定 问题 ,所 以 , 子 集 和 判定 问题 属于 
NPC. 图 | 


子 集 和 判定 问题 的 一 个 特殊 情况 , 包 的 容积 4 一 二)c ,此 时 ,对 应 一 类 新 的 问题 一 


集合 划分 (partition) 问题 : 
给 定 整数 c ,cz ,…,c, ,是 否 存在 {1,2,…,n) 的 一 个 子 集 S, 使 得 Dc, = yoi? 
全 


翁 
例 2.13 集合 划分 问题 是 NPC 
因子 集 和 判定 问题 属于 NP, 所 以 ,集合 划分 问题 属于 NP. 例 2. 12 已 证 明子 集 和 判定 
问题 属于 NPC, 只 须 证 明 , 子 集 和 判定 问题 可 以 多 项 式 转换 为 集合 划分 问题 . 
对 给 定 的 子 集 和 判定 问题 的 任何 一 个 实例 ,cl ,cs，…，,c,,b, 构 造 集合 划分 问题 的 实例 


Gree =2M,cms 二 3M 一 2b, 其 中 ,M 一 Ps i 

显然 ,这 个 映射 满足 定义 2. 3 的 CD)。 存在 (1,2,…,n) 的 子 集 5, 使 得 Ye) 一 的 充分 必 
要 条 件 是 存在 {1,2,…,n 十 2) 的 一 个 子 集 S' 使 得 >)c 一 > ci 的 

下 面 证 明 这 个 映射 满足 定义 2.3 的 2 

充分 性 : 由 于 5M 一 2 之 M- 6 因此 存在 (124m 的 一 个 子 集 S, 使 得 


Doten= DD sten, (2.5) 
ES jE Sjznttnl2 
所 以 ,计算 上 式 可 得 Dc) 一 b. 
人 后 
必要 性 : 由 式 (2.5), 令 S 一 SU{n 二 2} ,得 结论 . 口 


例 1. 10 装 箱 问题 的 判定 问题 可 以 叙述 为 :给 定 K 及 n 个 物品 ,尺寸 为 0<<b ,加 
三 1, 是 否 能 在 K 只 尺寸 为 1 的 箱子 中 装 和 人 这 个 物品 ? 

例 2.14 装 箱 判定 问题 是 NPC 

装 箱 判定 问题 属于 NP 易 证 . 我 们 通过 集合 划分 问题 多 项 式 转换 为 装 箱 判定 问题 而 证 明 
结论 . 由 例 2. 13 的 证 明 , 当 集合 划分 问题 的 所 有 整数 为 正 时 ,问题 还 是 NPC. 对 集合 划分 问题 
的 任 一 实例 :n 个 正 整数 c ,cs ，…'c, ,映射 装 箱 问题 的 一 个 判定 实例 :n 个 物品 的 尺寸 满足 


b=260/ (Doe), i=1,2,n, 
箱子 尺寸 1, 是 否 能 在 两 个 箱子 内 装 完 所 有 物品 ?显然 上 面 的 映射 满足 定义 2. 3 的 (1). 现 验 
证 定义 2. 3 的 (2) 满足 . 证 明 下 列 推断 :存在 {1,2,…,z} 的 一 个 子 集 S 使 >)c = ec, 的 充 
ra 


急 
分 必要 条 件 是 可 在 两 个 尺寸 为 1 的 箱子 里 装 人 尺寸 为 
b= 2 (So), i = 1,2 
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的 n 个 物品 (不 妨 设 b 二 1). 
充分 性 : 因为 六 = 2, 则 每 个 箱子 都 无 空隙 . 记 第 1 个 箱子 中 的 物品 集 为 S, 有 > )c， 


jes 


必要 性 :明显 . 口 
例 1. 11 的 约束 单机 排序 问题 对 应 的 判定 问题 是 :给 定 di,i=1,2,… nyc, t 二 1,2,%* 
和 T, 在 模型 的 约束 条 件 下 ,能 否 在 工 个 工作 日 内 完成 m” 个 产品 的 加 工 ? 
例 2.15 约束 单机 排序 的 判定 问题 是 NPC 
约束 单机 排序 的 判定 问题 属于 NP 是 很 容易 验证 的 . 当 c,(: 一 1,2,…) 全 部 相同 时 , 便 
成 为 装 箱 问题 的 一 种 特殊 情况 ,因此 , 装 箱 问题 就 可 多 项 式 转换 为 约束 单机 排序 问题 的 这 一 
特殊 情况 ， 所 以 ,结论 成 立 . 口 
本 章 所 介绍 的 4 类 问题 : P,NP,NPC,NP-hard 的 复杂 性 关系 可 用 示意 图 2. 1 表示 . 
示意 图 2. 1 表示 PENP,NPCGNP-hard,NP 与 NP-hard 的 公共 部 分 为 NPC. 在 NP 
中 , 除 P 和 NPC, 还 有 一 部 分 问题 的 复杂 性 是 未 知 的 . 由 
于 NPC 里 包含 很 多 著名 的 组 合 优化 问题 ,经 过 几 代 数学 
家 的 努力 ,迄今 没有 找到 多 项 式 时 间 算 法 ,人 们 猜想 ， 
NPC 中 的 任何 一 个 问题 都 没有 多 项 式 时 间 算法 , 即 Pn FF Ra Fi 
NPC= .虽说 到 目前 为 止 ,这 个 猜想 既 没 有 被 证 明 , 也 
没有 被 否定 , 但 大 家 一 般 都 认为 它 应 当 是 成 立 的 , 所 以 
大 家 一 般 都 接受 这 个 假设 ! 
假设 PNP. 
按 NPC 的 定义 容易 证 明 : 若 P 门 NPC 天 多, 则 NPC=P. 此 外 ,我 们 还 可 以 定义 所 谓 的 
强 NPC(strongly NPC) 问 题 ,从 而 定义 强 NPC 问题 类 等 . 所 谓 强 NPC 问题 是 指 如 果 该 
NPC 问题 存在 一 个 伪 多 项 式 时 间 算 法 (其 定义 见 1.4 节 ), 则 必 有 P= NP. 也 就 是 说 , 在 承 
认 P 关 NP 的 假设 下 , 强 NPC 问题 也 就 是 NPC 问题 中 那些 不 存在 伪 多 项 式 时 间 算 法 的 问 
题 , 可 见 , 强 NPC 问题 差不多 也 就 是 NPC 中 最 难 的 那些 问题 . 可 以 证 明 , 前 面 介绍 的 TSP 
问题 . 适 定性 问题 等 都 是 强 NPC 问题 , 而 背包 问题 则 不 是 强 NPC 问题 . 另外 ,对 于 组 合 优 
化 问题 , 若 其 判定 问题 是 NPC 或 NP-hard, 则 知 优化 问题 的 难度 不 低 于 判定 问题 ,此 时 , 称 
组 合 优化 问题 为 NP-hard. 有 关 算法 及 复杂 性 的 理论 的 详细 讨论 ,可 以 参考 文献 [6]. 
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通过 复杂 性 理论 ,我 们 可 以 判断 一 些 问题 是 属于 P 还 是 NP-hard, 进 而 采用 相应 的 处 理 
方法 . 对 于 了 问题 ,我 们 希望 设计 计算 复杂 性 尽量 低 的 算法 . 对 于 NP-hard 问题 ,不 能 期 望 
在 多 项 式 时 间 内 求 得 其 任意 实例 的 最 优 解 ,那么 一 个 自然 的 想法 是 通过 近似 算法 


图 2.1 复杂 性 示意 图 
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(approximation algorithm) 在 多 项 式 时 间 内 得 到 问题 的 一 个 近似 解 . 近似 算法 的 优 劣 一 般 
通过 其 "最 坏 情形 性 能 比 "来 衡量 . 

定义 2.6 对 于 使 目标 函数 / 最 大 的 优化 问题 , 记 1 是 这 个 优化 问题 的 一 个 实例 , 电 是 
一 个 多 项 式 时 间 算 法 . /(D 是 对 于 实例 工 的 最 优 目 标 函 数值 , ru (7 是 应 用 算法 H 所 得 到 
的 目标 值 . 如 果 存 在 一 个 实数 p<1, 使 得 对 于 任意 实例 1, 都 有 f1( 了 ) 宇 pf( 了 ) ,那么 称 算法 
如 是 六 近似 算法 ,p 是 算法 五 的 一 个 近似 比 .如 果 p 是 所 有 可 能 值 中 最 大 的 一 个 , 则 称 o 是 
算法 日 的 最 坏 情形 性 能 比 ,或 简称 为 最 坏 比 . 类 似 地 ,对 于 使 目标 函数 最 小 的 优化 问题 ,我 
们 也 可 以 给 出 相应 的 定义 . 

本 章 将 介绍 算法 设计 与 分 析 中 一 些 常用 的 方法 ,它们 不 仅 适用 于 求 P 问题 ,同时 也 广 
泛 应 用 于 NP-hard 问题 的 近似 算法 设计 中 . 


2.2.1 贪 焚 算法 


很 难 对 贪 禁 算 法 给 出 一 个 严格 的 定义 , 一 般 说 来 , 贪 楚 算 法 逐步 地 得 到 问题 的 解 ,在 每 
- 步 决 策 中 ,只 考虑 如 何在 当前 状态 下 优化 某 个 目标 ,并 且 每 步 的 决策 作出 后 不 再 更 改 , 贪 
楚 算 法 往往 所 需要 的 步骤 不 多 ,而 且 每 步 的 决策 也 比较 直观 ,简单 . 对 于 同一 个 问题 ,从 不 同 
的 角度 ,可 以 设计 不 同 的 贪 焚 算 法 ,有 些 可 以 得 到 问题 的 准确 解 , 也 可 能 只 得 到 问题 的 近似 
解 , 在 下 一 章 中 ,我 们 可 以 看 到 贪 楚 算 法 可 以 在 多 项 式 时 间 内 求解 最 小 支撑 树 问 题 . 这 里 先 
给 一 个 简单 的 例子 . 

例 2. 16( 续 例 1.7) 背包 问题 的 贪 禁 算法 

首先 背包 问题 属于 NPC ,因此 不 能 期 望 得 到 一 个 多 项 式 时 间 算 法 ,我 们 考虑 利用 贪 禁 
算法 对 其 设计 近似 算法 . 

一 个 自然 的 想法 是 把 所 有 物品 按照 收益 体积 比 一 cyVai 降序 排列 ,然后 把 物品 依次 放 
入 背包 之 中 ,直至 背包 所 剩 容积 小 于 当前 物品 的 体积 . 但 是 这 个 贪 楚 算 法 的 性 能 很 差 ,其 近 
似 比 可 以 任意 接近 于 0. 比如 这 样 的 例子 : 背包 的 容积 为 1, 有 2 个 工件 ,它们 的 收益 和 体积 
分 别 为 o =eya=1/(2e) ,cz 二 1,4: 二 1, 这 里 0<e<1. 贪 整 算法 会 装 入 第 一 个 物品 ,最 优 解 
是 装 人 第 二 个 物品 ,那么 贪 禁 算法 的 最 坏 比 不 好 于 e/1, 当 e->0 时 ,最 坏 比 趋 近 于 0. 这 个 算 
法 的 时 间 复杂 度 为 O(nlog n). 口 

我 们 可 以 把 这 个 贪 禁 算法 做 适当 的 改进 : 把 贪 禁 算 法 得 到 的 解 和 单一 物品 的 最 大 收益 
进行 比较 ,选取 较 优 的 一 个 . 这 个 算法 的 时 间 复 杂 度 也 是 O(nlog n). 我 们 有 下 面 的 定理 . 


定理 2.1 改进 的 仿 林 算法 对 于 背包 问题 的 最 坏 比 是 到. 
证 明 ” 设 背包 问题 的 最 优 值 为 =" ,改进 的 贪 禁 算 法 得 到 的 目标 值 为 =. 容易 看 出 ,z- 不 
大 于 贪 禁 算 法 的 目标 值 与 排 在 它 后 面 物 品 的 收益 之 和 . 而 这 两 部 分 都 不 大 于 z. 因此 


xz/z 之 1/2. 
再 考察 下 面 的 例子 . 背包 容积 5 一 2M(CM>2),3 个 物品 ,其 中 第 1 个 物品 对 应 参数 为 


2.2 算法 设计 与 分 析 31 


由 二 1,c 二 2, 后 两 个 物品 相同 ,as 一 as 一 02 二 03 一 M. 那么 改进 贪 禁 算法 装 人 前 2 个 物品 ， 
xz 一 2 十 M. 显然 最 优 解 是 装 人 后 2 个 物品 ,z" 二 2M. 当 M-~covz/z 一 2. | 

贪 禁 算法 可 以 看 作 是 一 种 最 "自然 "的 算法 , 它 可 以 处 理 一 些 比较 简单 特殊 的 问题 , 同 
时 ,一 些 复杂 的 算法 往往 也 基于 一 个 或 多 个 贪 素 算法 .下面 介绍 两 种 设计 精巧 ,功能 强大 的 
的 算法 设计 技术 : 动态 规划 (dynamic programming) 方 法 和 线性 规划 (linear programming) 
方法 ， 


2.2.2 动态 规划 


动态 规划 将 决策 问题 的 全 过 程 恰当 地 划分 为 若干 个 相互 联系 的 子 过 程 ( 每 个 子 过 程 为 
-个 阶段 ) ,以 便 按照 一 定 的 次 序 去 求解 . 阶段 一 般 是 根据 时 间 和 空间 的 自然 特征 来 划分 ,以 

便于 问题 的 求解 为 目的 . 在 决策 问题 中 ,状态 (state) 表 示 每 个 阶段 开始 时 所 处 的 自然 状况 
或 客观 条 件 ,描述 过 程 状态 的 变量 称 为 状态 变量 . 当 过 程 处 于 某 个 阶段 的 某 个 状态 时 ,从 该 
状态 演变 为 下 一 个 阶段 某 状 态 的 选择 , 称 为 决策 (decision). 描述 决策 的 变量 称 为 决策 变量 . 
相 邻 两 个 状态 下 的 状态 变量 和 决策 变量 的 关系 称 为 状态 转移 方程 . 益 损 值 一 般 用 准则 函数 
(criterion function) 来 度量 , 即 准则 函数 是 衡量 策略 好 坏 的 尺度 ,有 些 书 上 也 称 为 指标 函数 . 
我 们 所 要 介绍 的 动态 规划 中 ,决策 问题 都 可 以 划分 为 无 后 效 性 的 多 个 阶段 , 即 当 某 阶 段 的 状 
态 一 旦 确定 , 则 此 后 过 程 的 演变 不 再 受 此 前 各 状态 和 决策 的 影响 ,或 者 说 “未 来 与 过 去 
无 关 ”, 

最 优化 原理 是 Bellman 于 20 世纪 50 年 代 提出 的 ,其 表述 如 下 :“ 全 过 程 的 最 优 策略 具 
有 这 样 的 性 质 : 不 管 该 最 优 策略 上 某 状 态 以 前 的 状态 和 决策 如 何 , 对 该 状态 而 言 , 余 下 的 诸 
决策 必定 构成 最 优 子 策略 . " 即 : 最 优 策略 的 任 一 后 部 子 策略 都 是 最 优 的 . 下 面 我 们 介绍 应 
用 动态 规划 的 两 个 例子 . 

例 2.17 资源 分 配 问题 

某 公司 现 有 M 台 设备 准备 分 配给 该 公司 所 属 的 N 家 工厂 . 当 分 配 zk 台 设备 给 工厂 人 
时 ,工厂 上 利用 这 些 设备 为 公司 创造 的 利润 为 g, (xz)(1<kS<N). 假设 所 有 gi (ze) 壹 0, 应 
当 如 何 分 配 设备 资源 ,使 得 公司 总 利润 最 大 ? 

该 问题 可 以 用 整数 规划 描述 如 下 : 


RN 
max z= Dgr(r) 
ba 


xz.EZ! 
由 于 gr (zr) 不 一 定 是 线性 函数 ,因此 上 述 问 题 可 能 是 非 线 性 整数 规划 . 我 们 通过 如 下 

过 程 把 它 转化 为 多 阶段 决策 (multistage decision making) 过 程 ,并 建立 动态 规划 模型 . 
共有 N 个 工厂 ,可 以 把 问题 分 解 为 N 个 阶段 : 当 阶段 k 二 N 时 ,把 手中 设备 分 配给 工厂 
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NN; 当 阶段 k= N 一 1 时 ,把 手中 设备 分 配给 工厂 N 一 1; 依 此 类 推 , 在 任意 阶段 上 时 ,把 手中 
设备 分 配给 工厂 k; 当 阶段 = 二 1 时 ,把 手中 设备 分 配给 工厂 1. 

状态 变量 w 可 以 如 下 选取 : us 表示 第 阶段 初 分 配 者 手中 拥有 的 设备 台数 . 由 题 意 可 
知 w=Myun+ti =0. 

决策 变量 ze 可 以 如 下 选取 :zs 表示 第 & 阶段 分 配给 工厂 4 的 设备 台数 (0<<z 4). 

因此 ,状态 转移 方程 为 ui 二 uw 一 zi. 阶段 的 准则 函数 为 g(x ). 

用 fi (us) 表示 将 手中 现 有 资源 ww 分 配给 工厂 k,k 十 1,…，N 时 的 最 大 利润 , 则 有 如 下 
动态 规划 基本 方程 : 

Fil) = ,max {gz + fib) k= NN 


初始 条 件 为 pe: 此 时 原 问题 即 为 计算 万 (M). 
当 给 定 具 体 数 据 时 ,就 可 以 通过 递 推 求解 上 述 方程 得 到 问题 的 最 优 解 . 例如 ，M 二 4， 
N=3, 且 gt(zi) 通 过 下 表 给 出 . 


表 2.4 资源 分 配 利润 表 


此 时 ww 二 4,wu 二 0,0<wu 二 4(4 二 2,3). 递 推 求解 如 下 : 
边界 条 件 六 (ui) 一方 (0) 一 0. 
&=3 时: 因为 gt(zt) 是 增 函 数 ,所 以 
Jl) = max {gs673) + /60)} = gl) 
f3(0) = g3(0)=0; fs(1)=g3(1)=3; fi(2) = g3(2) = 5; 
f3(3)= g(3)=7; fs(4) = ga(4) = 8. 


k=2 时 : 
户 (w) = max {gz(zz) 十 户 ()》 
orz 
= max {gz(zz) 十 (us 一 zz)). 
oSnem 
因此 f2(0) = max {ga(x2) + fa(0— zx2)} 
sen 


=g2(0) 二 f3(0) =0+0=0， 
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f:(1)= max {ga(7:) + fs(1— zx:)} 


=max{g:(0) + /3(1),g:(1) + fs(0)} 
一 max{f0 十 3,2 十 0} = 3， 
类 似 地 ,可 以 得 到 户 (2)=5, 广 (3) 一 8, (4) 一 10. 
k= 二 1 时， 
ilu) = max {&i(zi) + flus)} 


y 


中 


max (gi(x1) + flw — x1)). 


/1(4) = max {gi (x1)+ f/f.(4— x1)} 
nct 


=max{gi(0) + fi(4),g1(1) 十 户 (3),gi(2) 
二 f2(2),g1(3) + fi(1),g1(4) + f[(0)) 
二 max{0 十 10,4 十 8,6 十 5,7 十 3,7 十 0} = 12. 
由 上 而 计算 可 知 :/1(4) 三 12 为 最 大 利润. 进一步 分 析 计 算 过 程 ,可 知 /1(4) 二 12 在 zx ==1， 


Zz 二 2,Ty 一 1 时 成 立 . 因此 我 们 得 到 最 优 解 z? 二 1,zx;? 二 2,x; 二 1, 最 大 利润 为 12. | 
例 2. 18( 续 例 2. 16) 背包 问题 的 动态 规划 算法 
背包 问题 的 数学 模型 表示 为 
ax See, 


St 3 <b, 
ey 


x € 01} 4=1;2,5 ns 
假设 所 有 的 参数 都 是 整数 . 
共有 个 物品 ,可 以 把 问题 分 解 为 n 个 阶段 ,在 第 k 个 阶段 ,决定 是 否 把 第 个 物品 放 
人 背包 . 
状态 变量 w 可 以 如 下 选取 : us 表示 第 k 阶段 初 背包 剩余 的 容积 . 可 知 w=b,0<w 志 
Bk=1,2ee on. 
决策 变量 x 可 以 如 下 选取 : zx 二 1 表示 把 第 个 物品 放 入 背包 ;否则 ,z= 二 0. 因此 , 状 
态 转移 方程 为 us41 二 ws 一 Tia4. 
用 /Cuw) 表 示 背 包 剩余 容积 为 us 时 ,选取 物品 上 ,六 十 1,…,n 所 能 得 到 的 最 大 收益 , 则 
有 如 下 动态 规划 基本 方程 : 
_ Jfa lw), 车 a 这， 
A A 二 a 二 QA) 洲 丰 过 去 
初始 条 件 为 [11 (zx.41) 二 0. 此 时 原 问 题 即 为 计算 万 (0). 
注意 到 对 于 任意 一 个 阶段 ,状态 变量 的 个 数 不 超 过 5, 因此 每 一 阶段 的 操作 次 数 为 


34 第 2 章 算法 基础 


O04) ,共有 个 阶段 ,因此 总 的 运算 时 间 为 0(n6) ,这 是 一 个 伪 多 项 式 时 间 算 法 . 口 
动态 规划 方法 本 质 上 是 一 种 隐 式 枚 举 方法 , 它 聪明 地 省 略 了 一 些 中 间 过程 不 必要 的 运 

算 , 所 以 很 好 地 解决 了 一 些 优化 问题. 但 当 问题 规模 较 大 时 ,也 会 遇 到 维 数 障 碍 ( 维 数 灾难 ) 

的 问题 ,需要 具体 问题 具体 分 析 . 

2.2.3 线性 规划 方法 一 一 全 么 模 矩 阵 


许多 组 合 优化 问题 ,特别 是 网 络 优化 问题 ,可 以 用 整数 线性 规划 (ILP) 模 型 来 表示 : 


min cTx 
(ILP) s.t. Ax =b, (2.6) 
x 志 0,xE2Z". 


其 中 ,ec 为 n 维 列 向 量 ,A4 为 mXn 和 矩阵 ,b 为 m 维 列 向 量 ,x 为 维 决策 变量 ,Z 表示 整数 集 
合 .模型 中 的 系数 A,b 和 c 都 是 整数 . 如果 去 掉 xE 2" 的 约束 ,我 们 得 到 一 个 线性 规划 模型 : 
min cTx 
(LP) s.t. Ar =b, (2.7) 
x 二 0， 
线性 规划 (2. 7) 称 为 整数 线性 规划 (2. 6) 对 应 的 线性 规划 松弛 问题 . 

我 们 知道 ,一 般 的 整数 规划 问题 是 很 难 求解 的 . 与 之 相对 照 , 线 性 规划 问题 却 可 以 很 好 
地 求解 . 一 个 非常 自然 的 问题 是 : 是 否 可 以 借助 其 线性 规划 松弛 问题 来 求解 或 近似 求解 整 
数 线性 规划 问题 ? 可 以 考虑 的 方法 有 很 多 ,这 里 要 介绍 一 类 特殊 的 整数 线性 规划 问题 , 它 和 
其 线性 规划 松弛 问题 有 相同 的 最 优 解 ! 这 样 ,我 们 就 可 以 通过 求解 线性 规划 松弛 问题 得 到 
原 问 题 的 最 优 解 . 

线性 规划 松弛 问题 的 最 优 解 什么 时 候 一 定 是 整数 解 呢 ? 也 就 是 说 ,在 整数 规划 中 , 当 其 
约 东 矩阵 4 满足 什么 样 的 特殊 性 质 时 ,其 线性 规划 松弛 问题 与 原 问 题 有 相同 的 最 优 解 呢 ? 
我 们 先 给 出 全 么 模 和 矩阵 的 定义 . 

定义 2.7 如 果 一 个 矩阵 4 的 任何 子 方 阵 的 行列 式 的 值 都 等 于 0,]1 或 一 1, 则 称 4 是 全 
么 模 的 (totally unimodular, 又 译 为 全 单位 模 的 ) ,或 称 A 是 全 么 模 矩 阵 . 

由 全 勾 模 矩 阵 的 定义 ,不 难得 到 下 面 的 性 质 . 

定理 2.2 下 列 命题 等 价 : 

(1) 4 是 全 么 模 和 矩阵 . 

(2) 一 4 是 全 么 模 和 矩阵 . 

(3) 47 是 全 么 模 和 矩阵 . 

(4) (4,4) 是 全 么 模 矩 阵 . 

(5) (4, 中 是 全 么 模 矩 阵 . 口 

于 是 ,上 面 的 定理 有 如 下 推论 :如 果 在 式 (2.7) 所 示 的 线性 规划 中 4 为 全 么 模 和 矩阵 , 且 
该 线性 规划 问题 有 最 优 解 , 则 一 定 存在 整数 最 优 解 . 当 采 用 单纯 形 算法 求解 时 ,每 次 旋转 变 
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换 实际 上 是 从 一 个 极点 变换 到 另 一 个 极点 ,因此 求解 过 程 中 和 最 后 得 到 的 解 都 是 整数 解 . 也 
就 是 说 ,可 以 认为 4 为 全 勾 模 和 矩阵 时 的 整数 规划 问题 实际 上 等 价 于 对 应 的 线性 规划 松弛 


问题 . 

显然 ,全 勾 模 矩阵 的 元 素 具 能 取 0,1 和 一 1. 下 面 我 们 介绍 一 个 判定 矩阵 是 否 满足 全 女 
模 性 质 的 充分 条 件 . 

定理 2.3 设 4 是 由 0,1 和 一 1 组 成 的 矩阵 ,如 果 下 面 两 个 条 件 同 时 成 立 , 则 4 为 全 么 
模 矩 阵 . 


(1) 4 的 每 一 列 至 多 含有 两 个 非 零 元 素 . 

(2) 4 的 行 可 以 分 为 A1,A2 两 个 集合 ,使 得 :如 果 A 的 一 列 中 有 两 个 符号 不 同 的 元 素 ， 
则 相应 的 两 行 在 同一 集合 Al1 或 A2 中 ;如 果 4 的 一 列 中 有 两 个 符号 相同 的 元 素 , 则 相应 的 
两 行 分 别 位 于 两 个 集合 Al 和 A2 中 . 

证 明 如 果 和 矩阵 A 满足 条 件 (1) 和 (2), 则 4 的 任意 子 矩 阵 仍然 满足 条 件 (1) 和 (2). 所 
以 ,只 需 证 明 当 4 为 方 阵 且 满 足 条件 (1) 和 (2) 时 ,det(4) 王 0,1 或 一 1 即 可 . 下 面 用 数学 归 

当 4 为 1 阶 方 阵 时 ,显然 det(4) 一 0,1 或 一 1. 假设 结论 对 任意 "一 1 阶 方 阵 均 成 立 , 下 
面 考虑 A 为 n 阶 方 阵 的 情形 .有 且 只 有 以 下 3 种 可 能 : 

假设 4 的 某 一 列 元 素 全 为 0, 则 det(4) 一 0. 

假设 4 的 某 一 列 元 素 只 有 一 个 不 为 0, 则 其 行列 式 的 值 可 以 按 该 元 素 展 开 进 行 计 算 , 即 
det(A) 二 det(B8) 或 一 det(B), 其 中 B 为 该 非 零 元 的 余子 式 . 由 于 B 为 n 一 1 阶 方 阵 ,由 归纳 
假设 有 det(B8)==0,1 或 一 1, 所 以 det(4) 二 0,1 或 一 1. 

假设 4 的 每 一 列 均 含 有 两 个 非 零 元 素 , 则 由 条 件 (2) 可 知 


Das = Das, Vi=1,2,n. 
[rz 


be 
也 就 是 说 ,4 的 一 些 行 的 线性 组 合 等 于 另 一 些 行 的 线性 组 合 . 由 行列 式 的 性 质 易 知 det(4) 一 0. 

综 上 ,定理 得 证 . 口 

推论 (1) 一 个 有 向 图 的 关联 矩阵 为 全 么 模 和 矩阵 . 

(2) 一 个 无 向 图 的 关联 矩阵 为 全 么 模 矩 阵 , 当 且 仅 当 该 图 为 二 部 图 . 

当 采 用 整数 规划 来 描述 网 络 优化 问题 时 ,其 约 东 和 矩阵 一 般 是 有 向 图 的 关联 矩阵 或 它 的 
简单 变形 ,一 般 都 是 全 么 模 矩 阵 . 因此 可 以 认为 ,许多 网 络 优化 问题 都 是 一 类 特殊 的 整数 规 
划 ,其 线性 规划 松弛 与 原 问 题 有 相同 的 最 优 解 . 

最 后 ,我 们 不 加 证 明 地 介绍 一 个 判定 全 勾 模 和 矩阵 的 充 要 条 件 . 它 是 通过 Euler 矩阵 来 描 
述 的 ,由 Camion 于 1965 年 给 出 . 

定义 2.8 如 果 一 个 矩阵 的 每 行 元 素 和 、 每 列 元 素 和 都 是 偶数 , 则 称 该 矩阵 为 Euler 
矩阵. 
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定理 2.4 设 4 是 由 0,1 和 一 1 组 成 的 矩阵 , 则 4 为 全 勾 模 矩 阵 的 充 要 条 件 是 4 的 每 
一 个 Euler 子 方 阵 的 所 有 元 素 的 和 为 4 的 倍数 . 口 


2.2.4 两 分 法 


在 后 面 章节 的 网 络 优化 算法 中 ,两 分 法 是 设计 多 项 式 算法 的 一 种 常用 方法 . 下 面 我 们 用 
一 个 一 般 化 的 问题 来 说 明 这 种 方法 . 
在 讨论 问题 复杂 性 时 ,我 们 一 直 用 判定 问题 去 讨论 ,大 量 的 组 合 最 优化 问题 都 有 目标 函 
数 ,这 一 点 不 同 于 判定 问题 .上 面 的 讨论 都 是 将 组 合 优化 问题 化 成 相应 的 判定 问题 ,它们 之 
间 有 什么 关系 呢 ? 考虑 定义 1. 3 所 定义 的 组 合 优化 问题 : 
min f(x) 
s.t.g(x) 二 0, (2.8) 
x€ED. 
其 中 ,f(x) 为 目标 函数 ,g(x) 为 约束 函数 ,x 为 决策 变量 ,D 表示 有 限 个 点 组 成 的 集合 . 其 对 
应 的 判定 问题 为 : 给 定 =, 是 否 有 
{x| f(r) 入 =,gCr) >0,x€E D}# G7 (2.9) 
定理 2.5 ”如 果 对 于 给 定 的 任意 实例 1, 优化 问题 (2. 8) 的 日 标 值 为 整数 ,并 且 有 上 、 下 
界 志 和 UL 和 UU 满足 max{|L|,IU|}= 二 Ola”*?), 这 里 a 为 常数 ,d(7) 为 实例 了 的 输入 长 
度 .那么 求 优化 问题 (2. 8) 的 最 优 值 多 项 式 时 间 可 解 的 充分 必要 条 件 为 判定 问题 (2. 9) 多 项 
式 时 间 可 解 . 
证 明 不 妨 设 工 一 0, 和 否则 可 以 令 目 标 函 数 为 /(x) 一 ,从 而 得 到 一 个 等 价 的 优化 问题 . 
必要 性 : 当 优化 问题 (2. 8) 存 在 一 个 多 项 式 时 间 算法 得 到 其 最 优 值 ,那么 调用 这 个 算 
法 ,然后 比较 所 得 到 的 最 优 值 和 给 定 的 = 的 大 小 关系 ,从 而 回答 判定 问题 (2. 9), 这 个 过 程 可 
以 在 多 项 式 时 间 内 完成 . 
充分 性 : 当 判 定 问题 (2. 9) 存 在 一 个 多 项 式 时 间 算 法 ,那么 下 面 的 两 分 搜索 算法 可 以 多 
项 式 时 间 内 求 得 优化 问题 (2. 8) 的 最 优 值 . 


二 分 算法 
STEP1 令 =0,z, =U;K=[23=| 


STEP2 车 z 一 z/<<1 时 停止 ,进入 STEP3. 否则 若 = 一 K 时 ,判定 问题 (2. 9) 为 “是 "实例 ， 
则 令 = 一 az 一 K; 若 判定 问题 (2. 9) 为“ 否 "实例 , 则 令 = 一 天 ,xz 一 z3 开 一 


[= 重复 STEP2. 


STEP3 若 = 一 = 时 ,判定 问题 (2.9) 为 “是 ”实例 , 则 最 优 值 为 z,; 否 则 ,最 优 值 为 z… 
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二 分 算法 的 迭代 次 数 不 超 过 logU 十 1 一 O(log a4?) 二 OC(d(Dlog a). 每 次 迁 代 调用 一 
次 求解 判定 问题 (2.9) 的 多 项 式 时 间 算法 ,所 以 总 的 运算 时 间 仍 然 是 多 项 式 的 . 口 


2.2.5 网 络 搜索 算法 


搜索 算法 是 网 络 算法 的 基础 ,它们 的 目的 是 搜索 网 络 中 满足 某 些 性 质 的 节点 的 集合 ,这 
里 介绍 一 个 常用 的 网 络 搜索 算法 . 

例 2.19 给 定 一 个 无 圈 有 向 网 络 G 二 (V,A),|IV|=n,|A|==m 对 其 节点 进行 编号 ,使 
得 对 于 图 中 任意 弧 (i,j) EA 有 节点 i 的 编号 小 于 节点 j 的 标号 ,这 称 为 图 的 拓扑 排序 . 
由 于 网 络 中 没有 有 向 图 ,因此 至 少 有 一 个 节点 的 人 度 为 0, 对 其 标号 为 1, 删 去 这 个 节点 
及 与 其 关联 的 弧 . 可 以 看 出 残余 的 网 络 仍然 无 圈 , 至 少 有 一 个 节点 的 人 度 为 0, 对 其 标号 为 
2, 删 去 这 个 节点 及 与 其 关联 的 弧 . 依次 进行 ,直至 对 所 有 节点 进行 标号 . 在 每 次 标号 中 ,我 们 
只 对 残余 网 络 中 没有 入 弧 的 一 个 节点 进行 标号 ,那么 对 于 任意 弧 (i,j)E A, 节点 i 一定 在 节 
点 7 之 前 被 标号 并 删除 ,因此 节点 i 的 编号 小 于 节点 j 的 标号 ,因此 这 是 一 个 拓扑 排序 . 对 
于 一 般 有 向 网 络 来 说 ,如 果 对 其 进行 拓扑 排序 ,在 某 一 步骤 中 所 有 节点 的 入 度 都 不 为 0, 那 
么 这 个 图 中 一 定 包含 有 向 圈 , 因 此 拓扑 排序 算法 也 用 来 判断 网 络 中 是 否 含有 有 向 圈 . 
用 indegree( 让 表示 节点 i 当前 的 入 度 ,用 List 来 存放 当前 人 度 为 0 的 节点 的 集合 . 拓 
扑 排序 算法 具体 算法 描述 如 下 : 


拓扑 排序 算法 

STEP0 对 任意 节点 六 计算 其 人 度 indegree(), 令 List 一 厅 ,LabeL 一 1. 

STEP1 如 果 indegree(i) 二 0, 令 List 二 ListU {让 ), 如 果 List= 多 , 转 入 STEP2; 否 则 ,从 
List 中 选 出 一 个 节点 i, 对 其 标号 为 label, 把 它 从 List 中 删除 , 令 label = label 
+1, 如 果 (i,j) EA, 今 indegree(j) 二 indegree(j) 一 1, 重 复 STEP1. 

STEP2 ”如果 label 筷 n, 那 么 网 络 中 有 有 向 圈 ; 否 则 ,网 络 为 无 圈 图 ,节点 的 标号 为 其 拓扑 
排序 ， 


STEP0 需要 对 所 有 的 节点 和 弧 扫 描 一 遍 ,该 步 的 计算 复杂 度 为 OCm 十 n). STEP1 最 多 
包含 n 次 循环 ,每 次 循环 包含 两 个 过 程 : 寻找 和 人 度 为 0 的 节点 i 和 修改 满足 (i,j) EA 的 节 
点 7 的 人 度 , 如 果 节 点 j7 的 人 度 为 0, 那 么 把 它 加 入 List 中 . 对 于 给 定 的 List, 寻 找 入 度 为 0 
的 节点 可 以 在 O(1) 时 间 完 成 . 第 二 个 过 程 需 要 进行 OCd*(i)) (节点 i 的 出 度 ) 次 操作 . 


STEP1 的 计算 复杂 度 为 O(n 十 urD)= Olm 十 n), 因此 总 的 复杂 度 为 Olm 十 n)， 口 
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2.3 小 结 


计算 复杂 性 理论 是 组 合 最 优化 的 基础 .只 有 了 解 所 研究 问题 的 复杂 性 才 可 能 有 针对 性 
地 设计 算法 ,提高 工作 效率 ,起 到 事半功倍 的 作用 . 有 些 实际 应 用 人 员 往 往 忽略 这 一 基础 工 
作 , 这 不 仅仅 是 因为 数学 的 难度 ,更 重要 的 是 一 种 模糊 观念 在 起 作用 . 这 种 观念 是 : 无 论 解 
的 效果 如 何 , 能 找 一 个 算法 或 比较 已 有 的 各 种 方法 求 得 一 个 解 即 可 . 这 在 组 合 最 优化 的 研究 
中 是 不 可 取 的 . 

在 算法 设计 与 分 析 的 方面 ,本 章 讨论 了 一 些 常用 的 方法 与 技术 ,更 多 内 容 可 以 参阅 文献 
[7,10]. 对 于 NPC,NPH 问题 研究 的 文献 中 ,除了 近似 算法 ,启发 式 算法 也 是 一 种 常见 的 研 
究 方法 . 启发 式 算法 一 般 指 受 到 生物 界 、 自 然 界 的 一 些 规律 和 现象 启发 而 得 到 的 算法 ,虽然 

- 般 而 言 ,很 难 在 理论 上 保证 它们 的 性 能 ,但 对 很 多 困难 的 优化 问题 ,它们 具有 优异 的 实际 
效果 《现代 优化 计算 方法 多 参阅 文献 [18]) 是 专门 讨论 近年 来 兴起 的 一 些 启发 式 算法 的 ,有 
兴趣 的 读者 可 以 参阅 该 书 . 

应 该 注意 的 是 有 些 问题 是 多 项 式 时 间 可 解 ,而 此 时 再 采用 近似 算法 或 启发 式 方法 势必 
造成 解 的 效果 较 差 或 计算 时 间 的 浪费 . 一 个 多 项 式 时 间 可 解 的 问题 一 般 不 必用 近似 或 启发 
式 算法 . 本 书后 续 章 节 将 介绍 的 主要 内 容 是 网 络 优化 问题 的 一 些 常用 算法 ,主要 是 多 项 式 时 
间 算 法 ,但 也 包括 一 些 非 多 项 式 时 间 算法 . 我 们 希望 读者 不 仅 要 理解 算法 ,而 且 能 进行 算法 
的 评价 (主要 考虑 最 坏 情 况 分 析 , 但 偶尔 我 们 也 提 及 一 些 计算 测试 的 经 验 性 结果 分 析 ). 
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1. 证 明 : 车 存在 计算 TSP 判定 问题 的 多 项 式 时 间 算 法 , 则 存在 求 TSP 最 优 路 径 的 多 
项 式 时 间 算 法 . 

2. 证 明 集合 覆盖 问题 属于 NPC. 集合 覆盖 问题 为 :给 定 一 个 mXn 的 0-1 矩阵 A, 整 系 
数 fo ,cs，…,c,} 和 一 个 整数 K，, 是 否 存在 取 值 为 0-1 的 变量 (zi,z:，…'z,) 使 得 hx 之 e 且 


Say 过 K?( 其 中 e= (1,1,…,1)"). 
3. 哈密 顿 关 (Hamilton circle) 问 题 为 :给 定 一 个 无 向 图 G=(N,E), 其 中 N=(1,2,…， 
中 为 所 有 的 节点 组 成 的 集合 ,下 = {(i, 广 |ivjE Nj 为 边 集合 ,是 否 存在 一 个 轿 通 过 所 有 节点 
正好 一 次 ? 假设 哈密 顿 问题 是 NPC, 证 明 :TSP 属于 NP-hard 问题 

4. 证 明 下 面 问题 是 NP-hard 问题 ， 
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Xs € {0,1}, Yi,j. 
5. 假设 运输 问题 中 要 求 运输 量 都 是 整数 , 用 整数 规划 描述 运输 问题 , 并 证 明 其 线性 规 
划 松 弛 问题 存在 整数 最 优 解 . 
6,， 用 动态 规划 方法 求解 下 列 整数 规划 问题 ， 
(1) min z=7x1 二 + 十 zi 十 zx 
st zi 十 zz 十 zi 十 zi 志 10， 
ToT TI TI EZ. 
(2) max z=5x) 二 10zx;+3zx3+6r, 
Ss. t. T1447 十 5z3 十 10x, 志 10， 
TrTa TI TELT 
7. 考虑 一 个 总 期 限 为 N+1 年 的 设备 更 新 问题 .已 知 一 台新 设备 的 价值 为 C 元 ,其 T 
年 末 的 残 值 为 


IN—T, N>T, 
SO | N<T. 
对 有 年 役 齿 的 该 设备 ,其 年 创收 益 为 
PCD= 人 人 -T， NT， 
0 N<T. 


试 给 出 最 优 的 设备 更 新 方案 :(1) 建 立 动态 规划 模型 ;(2) 当 N=3,C=10 时 ,具体 求解 . 

8. 用 动态 规划 方法 求解 如 下 问题 :假设 有 一 台 机 器 , 它 可 能 处 于 正常 运行 或 损坏 故障 
两 种 状态 之 一 . 如 果 正 常 运行 一 周 , 可 以 得 到 利润 10 000 元 ; 如 果 一 周 中 出 现 损坏 故障 , 本 
周 利润 为 0. 如 果 一 周 开始 时 机 器 处 于 正常 运行 状态 ,并 采取 预防 性 保护 措施 , 则 一 周 中 出 
现 损坏 故障 的 概率 为 0.4; 如 果 不 采取 预防 性 保护 措施 , 则 一 周 中 出 现 损坏 故障 的 概率 为 
0.7. 然 而 , 采取 预防 性 保护 措施 需要 花费 2000 元 . 如 果 一 周 开始 时 机 器 处 于 损坏 故障 状 
态 , 可 以 有 两 种 方案 提供 选择 : 第 1 是 花费 4000 元 修理 费 去 修理 , 在 这 种 情况 下 机 器 再 次 
出 现 损 坏 故 障 的 概率 为 0.4; 第 2 是 花费 15 000 元 购买 一 台新 机 器 代替 , 在 这 种 情况 下 机 
器 可 以 保证 在 第 1 周正 常 运行 . 假定 第 1 周 开始 时 为 一 台新 机 器 , 请 你 设计 一 个 修理 , 采 
购 , 维护 方案 , 使 得 前 4 周 的 总 利润 最 大 . 如 果 要 求 使 前 5 周 的 总 利润 最 大 , 方案 又 是 如 
何 呢 ? 

9. 给 定 一 个 n 阶 无 向 图 ,设计 一 个 算法 判断 该 图 是 否 为 二 分 图 并 分 析 其 复杂 度 . 


40 第 2 章 算法 基础 


10. 判定 问题 “一 个 无 向 图 中 是 否 有 从 一 个 起 点 出 发 经 过 其 他 节点 以 后 再 回 到 这 个 起 
点 的 一 个 圈 ?” 属 于 P. 给 出 一 个 多 项 式 时 间 的 算法 并 估计 算法 的 复杂 性 . 

11. 平行 机 排序 问题 (parallel machine scheduling): n 个 工件 要 在 m 台 相同 的 机 器 上 
加 工 , 工 件 i 需 要 加 工时 间 为 p;, i 一 1,2,…,n. 一 台 机 器 同时 最 多 加 工 一 个 工件 ,一 个 工件 
同时 最 多 只 能 在 一 台 机 器 上 加 工 ,如 何 安排 工件 的 加 工 顺序 ,使 得 最 后 完工 时 间 最 小 ? 证 明 
这 个 问题 属于 NPC, 并 给 出 一 个 近似 算法 . 
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在 例 1. 1 中 ,我 们 介绍 了 公路 连接 问题 : 某 一 地 区 有 个 主要 城市 , 现 准备 修建 高 速 公 
路 把 这 些 城市 连接 起 来 , 使 得 从 其 中 任何 一 个 城市 都 可 以 经 高 速 公路 直接 或 间接 到 达 另 一 
个 城市 . 假定 已 经 知道 了 任意 两 个 城市 i 和 j 之 间 修建 高 速 公路 的 成 本 (费用 )w; (二 0), 那 
么 应 如 何 决定 在 哪些 城市 间 修建 高 速 公路 ,使 得 总 成 本 最 小 ? 

根据 1. 2 节 介绍 的 图 与 网 络 的 概念 ,上 述 问 题 可 以 用 网 络 图 来 建 模 . 考虑 以 这 个 城市 
为 节点 构成 的 完全 图 G( 不 妨 假设 为 无 向 图 ) ,并 令 城市 i 和 j 之 间 颖 上 的 权 为 ws《( 当 (i, 站) 
之 间 不 可 能 修建 高 速 公路 时 ,可 以 认为 对 应 的 权 为 无 穷 大 ). 显然 , 准备 修建 的 高 速 公路 网 
正好 构成 这 个 完全 图 G 的 一 个 子 图 T. 为 了 使 得 从 其 中 任何 一 个 城市 都 可 以 经 高 速 公路 直 
接 或 间接 地 到 达 另 一 个 城市 ， 该 子 图 T 必须 是 连通 的 且 包 含 所 有 个 城市 对 应 的 节点 ， 即 
该 子 图 了 是 CG 的 连通 的 支撑 子 图 . 同时 , 为 了 使 得 总 建设 成 本 最 小 , 该 子 图 必须 是 无 圈 的 ， 
因为 有 轿 时 可 以 减少 轿 上 的 一 条 弧 ( 即 不 修建 对 应 的 高 速 公路 , 减少 建设 成 本 ), 仍然 可 以 
保证 通过 该 高 速 公路 网 从 任意 城市 i 到达 城市 j. 

也 就 是 说 , 例 1. 1 中 的 公路 连接 问题 实际 上 就 是 在 图 G 中 求 一 个 无 圈 连 通 支撑 子 图 
T, 使 得 工 所 包含 的 弧 上 的 权 的 和 (总 成 本 ) 最 小 . 在 图 论 的 术语 中 ,我 们 把 无 圈 连 通 图 称 为 
树 ,因此 把 上 面 这 样 一 类 问题 称 为 最 小 树 问题 

本 章 我 们 首先 在 无 向 网 络 的 情形 下 介绍 树 的 基本 概念 和 性 质 , 并 介绍 最 小 树 问 题 的 几 
个 重要 算法 . 然后 , 我 们 在 有 向 网 络 的 情形 下 讨论 与 最 小 树 问 题 类 似 的 最 小 树 形 图 问题 和 
最 大 分 枝 问题 , 并 介绍 相应 的 算法 . 
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树 是 一 类 既 简单 而 又 非常 重要 的 图 形 , 在 计算 机 科学 \ 有 机 化 学 .电网 络 分 析 .最 短 连 接 
及 渠道 设计 等 领域 都 有 广泛 的 应 用 . 在 本 节 及 下 一 节 中 ,我 们 假设 所 讨论 的 图 与 网 络 都 是 无 
向 的 . 

定义 3.1 无 图 连通 图 称 为 树 (tree). 无 圈 图 ( 即 若干 棵 树 的 并 ) 称 为 森林 或 者 简称 林 
《forest). 如 果 一 个 图 的 支撑 子 图 是 一 棵 树 , 则 称 这 棵 树 为 该 图 的 支撑 树 或 者 生成 树 
(spanning tree) ,并 称 支 撑 树 中 的 弧 为 树 弧 (tree arc), 而 不 属于 支撑 树 中 的 弧 为 非 树 弧 
(nontree arc). 

例 3.1 含 6 个 节点 的 树 ( 非 同 构 的 ) 共 有 6 种 ( 见 图 3. 1). 所 谓 两 个 图 是 “ 非 同 构 的 ”， 
可 以 理解 为 我 们 不 可 能 通过 对 其 中 一 个 图 的 节点 和 弧 重新 编号 (或 标号 ) 而 使 之 与 另 一 个 图 
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完全 相同 . 从 图 形 直观 上 看 可 以 理解 为 :在 平面 上 经 过 平移 .旋转 和 弧 线 长 度 的 伸缩 等 简单 
的 变换 ,这 两 个 图 不 可 能 重合 在 一 起 . 否则 的 话 ,这 两 个 图 就 称 为 是 “ 同 构图 ”(isomorphic 
graphs). 读者 可 以 尝试 用 数学 语言 给 出 图 的 同 构 和 非 同 构 的 严格 定义 . 口 
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图 3.1 由 6 个 节点 构成 的 树 


引 理 3.1 设 G=(N,E) 为 一 个 图 ,|N| 二 n, 则 下 列 命 题 等 价 : 

(1) G 是 一 棵 树 ; 

(2) G 连通 ,是 IE|=n 一 1; 

(3) G 无 圈 , 且 |E|=n 一 1; 

(4) G 的 任何 两 个 节点 之 间 存 在 唯一 的 一 条 路 ; 

(5) G 连通 , 且 将 G 的 任何 一 条 弧 删 去 之 后 ,该 图 成 为 非 连通 图 ， 

(6) G 无 圈 , 且 在 G 的 任何 两 个 不 相 邻 节点 之 间 加 入 一 条 弧 之 后 ,该 图 正好 含有 一 
个 图 | 

引 理 3. 1 实际 上 给 出 了 树 的 一 些 主 要 性 质 . 这 一 引 理 的 证 明 几 乎 可 以 在 任何 一 本 有 关 
图 论 的 书 中 找到 ,这 里 我 们 留 作 练习 ,请 读者 自己 给 出 证 明 . 

定义 3.2 G=(N,E,W) 为 一 个 无 向 网 络 ,W 为 权 函 数 , 即 W: E 一 R (这 里 R 表示 实 
数 集合 ). 一 般 将 弧 。 = (ij) 上 的 权 记 为 W(e),W, 或 ww(e) ,w 等 .G 中 权 最 小 (大 ) 的 弧 称 
为 最 小 (大 ) 弧 . 如 果 态 二 (Ni,E,) 为 G 的 一 个 子 图 , 子 图 昌 的 权 定 义 为 H 所 包含 的 所 有 弧 
的 权 之 和 , 记 为 W( 日 ), 即 WCH) = >)W(e). 如果 T"* 是 G 的 一 棵 生成 树 , 且 对 G 的 任何 生 

a 


成 树 T, 有 WT* ) 三 W(T), 则 称 T 为 网 络 G 的 最 小 支撑 树 或 者 最 小 生成 树 (minimum 
spanning tree，MST) ,或 者 简称 最 小 树 . 

下 面 看 一 个 可 以 用 最 小 树 问题 来 建 模 的 实际 问题 的 例子 . 

例 3.2 数据 存储 问题 

为 了 节省 计算 机 存储 空间 ,有 时 候 我 们 希望 以 更 有 效 的 方式 存储 二 维 矩 阵 ,而 不 是 直接 
存储 该 矩阵 的 全 部 元 素 . 例如 , 某 些 蛋白 质 的 氨基 酸 序列 差异 不 多 ,如 果 用 二 维 矩 阵 的 每 一 
行 记录 一 种 蛋白 质 氨基 酸 序列 , 行 与 行 之 间 的 差异 很 小 . 其 中 一 种 方法 是 只 存储 其 中 一 行 作 
为 参照 行 ,再 存储 行 与 行 之 间 的 一 部 分 差异 信息 ,使 得 我 们 可 以 在 需要 时 根据 参照 行 生 成 所 
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有 其 他 行 的 元 素 . 例如 ,假定 该 矩阵 一 共有 4 行 : R1,R2,R3,R4, 第 i 行 与 第 j 行 的 差异 为 
cs 个 元 素 . 一 种 可 能 的 存储 方式 是 : 只 存储 R1 行 ,以 及 R1 与 R2,R1 与 R3 和 R2 与 Rt 之 
间 的 差异 元 素 , 则 可 以 根据 Rl1 和 ci 个 差异 元 素 生成 R2 的 所 有 元 素 ; 根据 Rl1 和 cis 个 差 
异 元 素 生成 R3; 再 根据 已 经 得 到 的 R2 和 cz, 个 差异 元 素 生成 R4. 一 般 地 ,给 定 cj ,如 何 确 
定 存储 哪些 行 之 间 的 差异 元 素 , 使 得 存储 空间 尽 可 能 少 呢 ?这 一 问题 可 以 用 最 小 树 问题 来 
描述 : 我 们 把 矩阵 每 行 作 为 一 个 节点 构成 一 个 完全 图 , 第 守 个 节点 对 应 于 和 抢 阵 第 ; 行 ,并 令 
弧 (i7) 上 的 权 为 cj. 对 于 存储 问题 ， 实际 上 只 需要 存储 一 行 的 元 素 , 以 及 由 该 完全 图 的 一 
棵 支撑 树 所 对 应 的 差异 元 素 . 最 小 树 就 对 应 于 最 优 的 存储 方案 . 口 

由 前 面 引 理 3. 1 知道 :支撑 树 加 上 一 条 非 树 弧 后 包含 一 个 唯一 的 圈 ; 支 撑 树 删 去 一 条 树 
弧 后 形成 两 棵 子 树 ,图 中 两 个 端点 分 属于 两 棵 子 树 的 弧 形 成 一 个 制 . 下 面 我 们 介绍 两 个 最 小 
树 的 充 要 条 件 ,一 个 是 所 谓 的 “ 割 最 优 条 件 ”, 另 一 个 是 所 谓 的 “ 圈 最 优 条 件 ”. 当然 ,这 两 个 条 
件 本 身 也 是 等 价 的 . 

定理 3.1 生成 树 T' 是 最 小 树 的 充 要 条 件 是 :对 T" 中 的 任何 一 条 弧 , 将 该 弧 从 工 ' 中 
删除 后 形成 的 割 中 ,该 弧 为 最 小 弧 . 

证 明 必要 性 很 容易 用 反 证 法 证 明 . 设 T 是 最 小 树 , 对 T* 中 的 任何 一 条 弧 ,将 该 弧 
从 工 ' 中 删除 后 形成 的 割 中 ,如 果 该 弧 不 是 最 小 弧 , 设 最 小 弧 为 “. 此 时 ,T 十 e 一 也 是 生 
成 树 ,但 它 的 权 比 T 更 小 ,这 与 T 为 最 小 树 矛盾 . 因此 , 弧 e 是 割 中 的 最 小 弧 . 

充分 性 , 设 T" 是 生成 树 并 满足 定理 中 的 条 件 , 但 不 是 最 小 树 . 设 最 小 树 为 T ,那么 
T' 中 至 少 有 一 条 弧 (i,j) TT. 将 (i, 站 从 了 "中 删除 后 产生 一 个 割 , 记 为 [S,5]， 如 图 3. 2 
所 示 . 将 (i, 站 加 入 TT 后 必然 产生 一 个 疾 , 该 圈 必 然 包括 一 条 与 (i,j) 不 同 的 弧 (k,L) ELS。， 
SJ. 根据 定理 的 条 件 ,w 夺 ws ;又 由 于 TT 为 最 小 树 ,所 以 ww 入 rw ,于 是 只 能 有 w 二 ww. 因 
此 ,了 十 (i, 门 一 (4, 匀 也 是 最 小 树 ,并 与 T" 有 更 多 的 公共 弧 .重复 这 一 过 程 ,最 后 可 以 将 最 
小 树 T" 变 为 T .因此 T" 也 是 最 小 树 . 口 


上 


图 3.2 最 小 树 充 要 条 件 的 证 明 ( 定 理 3. 1 和 定理 3. 2) 


a 


定理 3.2 生成 桂 T* 是 最 小 树 的 充 要 条 件 是 :对 属于 G 但 不 属于 T* 的 任何 一 条 弧 ， 
将 该 弧 加 入 T* 中 后 形成 的 圈 中 ,该 弧 为 最 大 弧 . 

证 明 与 上 面 定理 的 证 明 类 似 ,必要 性 很 容易 用 反 证 法 证 明 . 设 了 是 最 小 树 , 对 属于 GG 
但 不 属于 T* 的 任何 一 条 弧 e, 将 该 弧 加 入 工 中 后 形成 的 图 中 ,如 果 该 弧 不 是 最 大 弧 , 设 最 
大 弧 为 “. 此 时 ,T 十 e 一 * 也 是 生成 树 ,但 它 的 权 比 T* 更 小 ,这 与 了 为 最 小 树 矛 盾 . 因此 ， 
弧 e 是 圈 中 的 最 大 弧 . 
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充分 性 : 设 T 是 生成 树 并 满足 定理 3. 2 中 的 条 件 , 我 们 来 证 明 它 也 满足 定理 3. 1 中 的 
条 件 . 对 任意 一 条 统 (i,j)ET" ,将 (i,j) 从 了 "中 删除 后 产生 一 个 割 , 记 为 [S,5], 并 设 iE S， 
jE5. 考虑 割 中 任何 一 条 与 (i, 让 不 同 的 弧 (&,L)E[S,SJ, 则 (k,L) 4 T* .根据 本 定理 的 条 
件 ,w 志 ww , 即 定 理 3. 1 中 的 条 件 也 成 立 , 于 是 T 是 最 小 树 . 口 

一 般 称 定理 3. 1 为 “ 割 最 优 条 件 ”, 定 理 3. 2 为 “图 最 优 条 件 ”. 


3.2 最 小 树 算法 


本 节 介绍 求解 最 小 树 问题 的 几 个 重要 算法 ， 其 理论 基础 就 是 3. 1 节 介 绍 的 “ 割 最 优 条 
件 " 和 “ 圈 最 优 条 件 ”. 我 们 所 要 介绍 的 3 种 算法 有 一 个 共同 的 特点 :算法 开始 时 假设 某 支 撑 
子 图 工 的 弧 集合 为 空 集 , 算法 运行 过 程 中 不 断 将 一 些 弧 加 入 到 子 图 中 , 并 且 每 次 加 入 工 中 
的 弧 就 会 成 为 最 后 找到 的 最 小 树 的 一 员 , 而 不 会 再 从 了 中 退出 .具有 这 种 特点 的 算法 称 为 
贪 禁 算 法 . 也 就 是 说 ,本 节 中 所 要 介绍 的 算法 都 属于 贪 禁 算 法 . 

本 节 介绍 的 算法 (或 者 稍 作 变 形 ) 可 以 用 于 其 他 一 些 相关 的 问题 . 例如 ,如 果 算 法 结束 
时 无 法 得 到 支撑 树 ， 则 说 明 图 不 连通 ， 因 为 连通 图 一 定 有 支撑 树 . 所 以 这 些 算法 也 可 以 用 
来 判别 图 是 否 连通 , 同样 ， 既 然 这 些 算法 可 以 计算 最 小 树 ， 自 然 也 可 以 计算 连通 图 的 生成 
树 . 并 且 , 利用 类 似 的 思路 ， 也 很 容易 设计 最 大 树 问 题 的 贪 禁 算法 等 . 


3.2.1 Kruskal 算法 


Kruskal 算法 由 Kruskal 于 1956 年 提出 ， 其 基本 思想 是 每 次 将 一 条 权 最 小 的 弧 加 入 子 
图 了 中 ,并 保证 不 形成 圈 . 也 就 是 说 ， 如 果 当 前 弧 加 入 后 不 形成 圈 , 则 加 入 这 条 弧 ， 如 果 当 
前 弧 加 入 后 会 形成 圈 ,， 则 不 加 入 这 条 弧 ， 并 考虑 下 一 条 弧 . 当 子 图 中 弧 的 条 数 为 "一 1 时 ， 
就 得 到 了 最 小 树 . 具体 步骤 如 下 : 


Kruskal 算法 

STEP0 把 G 的 弧 按 照 权 由 小 到 大 的 顺序 排列 , 即 wle1)w(es) 人 … 人 w(en); 令 i 二 1,j 
=0,T=@. 

STEP1 判断 TUe, 是 否 含 图 .车 含 疾 , 转 STEP2, 否则 转 STEP3. 

STEP2 令 i=i 十 1. 车 i 和 m, 转 STEP1; 否则 结束 , 此 时 G 不 连通 ,所 以 没有 最 小 树 . 

STEP3 令 T=TUe,j=j 十 1. 车 jn 一 1, 结束 , 工 是 最 小 树 ; 否则 转 STEP1. 


根据 定理 3.2, 很 容易 证 明 Kruskal 算法 的 正确 性 .下面 给 出 一 个 数值 计算 的 例子 . 
例 3.3 用 Kruskal 算 法 计算 如 图 3. 3(a) 所 示 的 网 络 的 最 小 树 . 
首先 对 各 条 统 按 照 权 申 小 到 大 的 顺序 排列 :(1,2),(4,5).(1.4),(2,5),(3,5),(2,3)， 
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(1,3),(3,4). 

然后 按 顺 序 将 这 些 弧 加 入 工 中 :顺序 加 入 (1， 
2),(4,5), (1,4) 时 都 不 会 形成 圈 , 但 进一步 加 入 
(2,5) 时 形成 圈 , 因 此 (2,5) 不 加 入 工 中 ;进一步 加 
人 (3,5) 时 不 形成 圈 , 此 时 T 中 已 经 包含 4 条 弧 ， 
实际 上 已 经 得 到 最 小 树 (如 图 3. 3 (b)) ,最 小 树 的 3.3 计算 最 小 树 的 例子 
权 为 11. 口 

下 面 分 析 该 算法 的 计算 复杂 性 . Kruskal 算法 的 运行 时 间 主 要 由 两 部 分 组 成 : 一 是 对 m 
条 弧 进行 排序 , 其 复杂 度 为 OCmlog m) = O(mlog n); 二 是 判断 加 入 一 条 弧 到 工 中 时 是 否 
形成 圈 ， 其 复杂 度 依赖 于 算法 的 具体 实现 方法 . 可 以 看 出 , 在 算法 的 计算 过 程 中 , 了 是 一 个 
森林 . 如 果 该 森林 的 每 一 棵 子 树 中 的 节点 用 一 个 单 向 链表 表示 , 则 可 以 方便 地 判断 圈 . 开始 
时 共有 个 单 向 链表 ,每 个 链表 对 应 于 一 个 节点 ( 即 只 含有 一 个 节点 ). 当 考 虑 弧 (i,j) 时 ,如 
果 其 端点 属于 同一 单 向 链表 , 则 (i,7) 加 入 T 后 会 形成 圈 ; 如 果 其 端点 分 属于 两 个 不 同 的 单 
向 链表 , 则 (i7) 加 入 T 后 不 会 形成 圈 , 因 此 将 这 两 个 链表 合并 成 一 个 链表 . 由 于 处 理 每 一 条 
弧 所 需要 的 时 间 为 O(n) ,因此 这 种 实现 方法 的 复杂 度 为 OCnm). 

上 面 的 复杂 度 可 以 很 容易 得 到 改进 . 我 们 增加 3 个 数组 :一 个 是 size, 用 来 记录 每 个 链 
表 中 所 含 节点 的 个 数 (链表 规模 ); 另 一 个 是 last, 用 来 记录 每 个 链表 中 最 后 的 节点 编号 ;还 
有 一 个 是 Jirst, 用 来 记录 每 个 节点 所 在 链表 的 第 1 个 节点 . 例如 ,如 果 链 表 上 二 {1,2,4,5}， 
则 size(L)=|L|=4, last(L)=5, first(1)= Jirst(2) 一 Jirst(4) = first(5)=1, 此 时 , 
考虑 弧 (i7 力 时 ,只 需 判断 first( 让 与 first(j) 是 否 相等 ,相等 则 端点 i,j 属于 同一 单 向 链表 . 
因此 所 有 这 些 判断 所 需要 的 计算 时 间 为 OCm). 如 果 弧 (i,7) 端 点 属于 不 同 的 单 向 链表 , 则 合 
并 之 . 我们 总 是 把 节点 数 较 多 的 链表 L' 放 在 前 面 , 而 把 节点 数 较 少 的 链表 L 追加 在 后 面 . 
合并 后 ,对 于 size 和 last 的 修改 非常 容易 ,可 以 在 常数 时 间 内 完成 ; 但 对 first 的 修改 必须 
对 链表 上 中 的 每 个 元 素 ( 节 点 ) 进 行 , 复杂 度 为 O(h) ,其 中 由 = size(L). 由 于 这 种 合并 最 多 
进行 n 一 1 次 ,下面 我 们 证 明 对 first 进行 修改 的 总 的 复杂 度 为 O(niog n). 

记 和 链表 工 追加 在 链表 L'(size(L) 二 h,size(L') 二 h',h<h') 后 面 而 合并 成 一 个 链表 时 
的 计算 时 间 ( 操 作 次 数 ) 不 超过 ph( 这 里 p 为 常数 ). 我 们 只 需要 证 明 获得 一 个 规模 为 n 的 
链表 的 计算 时 间 ( 操 作 次 数 ) 不 超过 pnlog n( 这 里 ps 三 为 常数 ). 采用 数学 归纳 法 : 当 
?一 1 时 不 需要 进行 任何 合并 操作 , 因此 结论 成 立 . 当 mn 二 1 时 , 我 们 假设 结论 对 规模 小 于 
的 链表 均 成 立 . 设 规模 为 n 的 链表 由 链表 上 追加 在 链表 二 (size() 一 hsize(L ) 一 外 < 
h') 后 面 合并 而 成 , 则 As 入 /2, h' 二 n 一 h. 由 归纳 假设 有 : 

获得 链表 的 计算 时 间 ( 操 作 次 数 ) 不 超过 phlog hi; 

获得 链表 L' 的 计算 时 间 ( 操 作 次 数 ) 不 超过 ps (n 一 h)log(n 一 h). 

于 是 , 获得 规模 为 n 的 链表 的 计算 时 间 ( 操 作 次 数 ) 不 超过 

pahlogh+ paln—h)log(n—h) + pih 
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Spahlog(n/2) + pn—h)log nt ph 
= panlogn. 

因此 , 除了 对 m 条 弧 进 行 排序 所 需 的 时 间 O(mlog n) 外 ,这 一 实现 方法 的 复杂 度 为 
OCm+nlog nm). 

例如 ,对 于 例 3. 3 中 图 3. 3(a) 所 示 的 例子 ,开始 时 设 定 如 下 5 个 链表 : 

Li={1},size(L)=1, last(L1)=1, first(l)= 

Ls={2},size(Ls)=1, last(L2)=2, firs(2)=2; 

Li={3},size(L)=1, last(L3)=3, first(3)=3; 

Li={4},size(L,)=1, last(L,)=4, first(4)=4; 

Ls={5},size(L;)=1, last(Ls)=5, /first(5)=5. 

首先 考虑 弧 (1,2), 由 于 first(1) 关 first(2), 因 此 将 Li ,L; 合并 成 一 个 链表 (如 上,): 

Li={1,2),size(L1) =2, last(Li)=2, first(D)= first(2)=1. 

下 一 步 考虑 弧 (4,5), 由 于 firsi(4) 才 firse(5), 因 此 将 L, ,Ls 合并 成 一 个 链表 (如 L,)， 

Li={4,5),size(L)=2, last(L.)=5, first(4)= first(5) 一 4 

下 一 步 考虑 弧 (1,4) ,由 于 Jirst(1) 天 First(4), 因 此 将 工 ,L, 合并 成 一 个 链表 (如 工 ,) 

Li={1,2,4,5} ,size(L;)=4, last(Li)=5, first(1)= first(2)= first(4)= first(5)=1. 

下 一 步 考虑 弧 (2,5), 由 于 first(2) 二 First(5), 因 此 继续 考虑 下 一 条 弧 (3,5). 由 于 
Jirst(3) 一 3 天 Jirst(5) 一 1,size(L) 二 size(L3), 因此 将 上 ,L 合并 成 一 个 链表 工 ) : 

Li={1,2,4,5,3},size(L1)=5, last(L1)=3, firt(1)= firs(2)= first(4)= Jirst(5) 一 
first(3)=1. 
此 时 size(L1) 二 5 二 n, 所 以 已 经 得 到 了 最 小 树 ( 结 果 与 例 2. 3 相同 ). 

Kruskal 算法 目前 有 更 有 效 的 实现 方法 ,除了 对 m 条 弧 进行 排序 所 需 的 时 间 OCmlog n) 
外 , 其 计算 复杂 性 为 Olmaln,m)) ,其 中 a(n,m) 是 用 Ackerman 函数 (一 种 随 m,n 快速 增 
长 的 函数 ) 定 义 的 某 种 “ 反 函 数 ”, 它 随 m,n 的 增长 非常 缓慢 ,实用 中 通常 可 以 认为 它 小 于 6 
(如 当 z 一 65536 时 ,a(n,m) 志 3). 


3.2.2 Prim 算法 


Prim 算法 又 称 * 边 割 法 ”由 Prim 于 1957 年 提出 . 它 从 网 络 G==(N,E,W) 的 任何 一 个 
节点 开始 ,不 断 扩展 一 棵 子 树 T= (S,E0), 直 到 S 包括 原 网 络 的 全 部 节点 ,得 到 最 小 树 了 
具体 来 说 ,就 是 在 E0 中 每 次 增加 一 条 弧 ,使 得 这 条 统 是 由 当前 子 树 节点 集 S 及 其 补 集 所 形 
成 的 边 割 LS,S] 的 最 小 弧 . 可 见 ,Prim 算法 与 Kruskal 算法 一 样 也 是 一 种 贪 禁 算法 , 即 加 入 
工 中 的 弧 不 再 从 工 中 退出 .但 它 与 Kruskal 算法 不 同 的 是 ,在 算法 运行 过 程 中 Prim 算法 只 
保持 一 棵 子 树 ,而 Kruskal 算法 则 保持 的 是 一 个 森林 , 即 多 棵 子 树 . Prim 算法 的 具体 步骤 
如 下 : 
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Prim 算法 

STEP0 设 v 为 N 的 任意 一 个 节点 , 令 S={v},E0 二 多 . 

STEP1 车 S=N, 结 束 ,T=(S,E0) 为 最 小 树 ;否则 转 STEP2. 

STEP2 若 [S,5]= 2, 则 G 不 连通 ,结束 ;否则 , 设 w(e* ) 一 ,miqw(e) ,其 中 e“ 一 (ul， 
v2) ,v1E S,v2€S. 
令 S=SU{v2},E0=E0U{e'}), 转 STEP1. 


根据 定理 3. 1, 很 容易 证 明 Prim 算法 的 正确 性 . 下 面 给 出 一 个 数值 计算 的 例子 . 

例 3.4 用 Prim 算法 计算 图 3. 3(a) 所 示 的 网 络 的 最 小 树 : 选 节点 1 为 起 始 节点 , 即 令 
5={1), 则 [LS,5] 中 的 最 小 弧 为 (1,2) ,首先 加 入 工 中 .此 时 S 二 {1,2),[S,5] 中 的 最 小 弧 为 
(1,4) ,将 它 加 入 工 中 .此 时 S={1,2,4),[S,5] 中 的 最 小 弧 为 (4,5) ,将 它 加 入 工 中 . 此 时 
S=(1,2,4,5},[LS,S] 中 的 最 小 弧 为 (3.5) ,将 它 加 入 工 中 . 此 时 已 经 得 到 最 小 树 , 可 以 看 出 
与 用 Kruskal 算法 得 到 的 最 小 树 相同 ,只 是 各 条 弧 加 入 T 的 先后 顺序 不 一 样 . 口 

下 面 分 析 其 计算 复杂 性 . 该 算法 的 主要 计算 量 在 于 STEP2( 寻 找 边 割 中 的 最 小 弧 ), 如 
果 通 过 对 每 条 弧 进行 检查 寻找 边 割 中 的 最 小 弧 , 则 该 步 的 计算 复杂 度 为 O(m). 因为 STEP2 
最 多 执行 2 一 1 步 ,所 以 该 算法 的 复杂 度 为 OCmn). 

下 面 介 绍 一 种 特殊 形式 的 Prim 算法 ,这 种 方法 通常 又 称 Dijkstra 算法 (1959 年 ). 其 基 
本 思想 是 :对 于 5 中 每 一 个 节点 v, 赋 予 两 个 数值 (通常 称 为 “标号 ”) : 一 个 是 距离 标号 dv)， 
记录 的 是 v 到 集合 S 的 “距离 ", 即 边 割 L[S,S] 中 以 v 为 一 个 端点 的 最 小 弧 的 费用 ; 另 一 
个 是 前 趋 标号 p(v) ,记录 的 是 边 割 [S,S] 中 以 wv 为 端点 的 最 小 弧 的 另 一 个 端点 .有 了 这 两 个 
标号 ,寻找 边 割 中 的 最 小 弧 就 变 得 容易 了 , 即 只 需要 计算 j" 二 arg min {d(j)|j€E5)( 这 里 
arg 表示 取 到 最 小 值 时 所 对 应 的 参数 j 的 值 ). 这 时 ,需要 加 入 E0 中 的 弧 是 (p(j" ),j" ) ,并 将 
六 从 删除 ,加 入 到 S 中 .然后 ,对 于 S 中 每 一 个 节点 修改 标号 ,但 注意 到 只 有 当 v 与 节点 
六 相 邻 时 ,其 标号 才 可 能 变更 ,所 以 这 样 的 节点 v 才 需要 修改 标号 . Dijkstra 算法 步骤 如 下 : 


Dijkstra 算法 

STEP0 设 N={1,2,…,n) ,并 记 弧 (i,j) 上 的 权 为 wj. 令 S={1}),E0= ,dj 二 wj. 

STEP1 选取 d,“ = 二 min{d,|j€5) 二 ws* (i€S,j" E€5), 若 找 不 到 这 样 的 节点 , 则 G 不 连 
通 , 结 束 ;否则 令 S=SU1j" },E0=E0U{ (Gi,j" )). 

STEP2 车 S=N, 结 束 ,T= (S,E0) 为 最 小 树 ;否则 令 dj = min {dj,w,*;)},j E55, 转 
STEP1. 


Dijkstra 算法 的 计算 复杂 性 :第 1 次 执行 STEP1 需要 "一 2 次 比较 ,第 2 次 执行 STEP1 
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需要 ”一 3 次 比较 , 依 此 类 推 . 同样 ,第 1 次 执行 STEP2 需要 "一 2 次 比较 ,第 2 次 执行 
STEP2 需要 "一 3 次 比较 , 依 此 类 推 . 因此 ,Dijkstra 算法 的 复杂 度 为 O(n ). 

利用 各 种 形式 的 堆 (heap), 可 以 得 到 Prim 或 Dijkstra 算法 的 更 有 效 的 实现 方法 ,其 复 
杂 度 可 以 降 为 Olmlog n) ,O(m 十 mlog nn) 或 O(mlog log C) ,等 等 (这 里 C 为 网 络 C 中 最 大 弧 
( 按 绝对 值 ) 的 费用 值 ). 


3.2.3 Sollin 算法 


Sollin 算法 是 由 Sollin 于 1961 年 提出 的 , 它 可 以 看 成 是 前 面 介绍 的 两 种 算法 的 综合 . 
在 迭代 过 程 中 ,该 算法 与 Kruskal 算法 一 样 维持 多 棵 互 不 相交 的 子 树 (森林 ), 并 与 Prim 算 
法 类 似 地 在 每 次 迭代 中 尝试 向 每 棵 子 树 增加 一 条 弧 . 具体 如 下 ; 


Sollin 算法 

STEP0 对 NN 中 任意 一 个 节点 i€ N, 定 义 N,={i),T* = 多. 

STEP1 如 果 T"* 中 已 经 有 nn 一 1 条 弧 , 则 工 为 G 的 最 小 树 ;否则 ,对 T" 中 的 所 有 子 树 节点 
集合 N, ,计算 边 割 LN ,NJ 中 的 最 小 弧 , 即 计算 we? i w(e), 其 中 ei 二 


GE NEN .然后 继续 STEP2. 


STEP2 对 T' 中 的 所 有 子 树 节点 集合 N4 及 最 小 弧 疏 一 (jiaENiiENi 将 该 子 
树 与 j 所 在 的 子 树 合并 成 一 棵 子 树 ,并 令 T 一 TU(G)) 然后 转 STEP1. 


与 Prim 算法 类 似 , 根 据 定理 3. 1, 很 容易 证 明 Sollin 算法 的 正确 性 . 下 面 给 出 一 个 数值 
计算 的 例子 . 

例 3.5 用 Sollin 算 法 计算 图 3. 3(a) 所 示 的 网 络 的 最 小 树 :开始 时 N, 二 人, 则 [Ni， 
忠和 [CN; ,NN;] 中 的 最 小 弧 均 为 (1,2) ,CN, ,NS ] 中 的 最 小 弧 为 (3,5),[N, ,Ni] 和 [Ns ,Ns] 
中 的 最 小 弧 均 为 (4,5). 首先 应 当 合并 N 和 N;, 即 N, 二 {1,2) ,并 将 弧 (1,2) 加 入 T* 中 ; 然 
后 合并 N; 和 Ns ,并 进一步 与 N, 合并 , 即 N, 二 {13,5,4) ,并 将 弧 (3,5) 和 (4,5) 加 入 T* 中 . 
此 时 只 有 两 棵 子 树 节点 集 N 和 Ni ,LN ,Ni] 和 [N;,N;] 中 的 最 小 弧 均 为 (1,4). 合并 Ni 
和 Ns, 将 弧 (1,4) 加 入 T* 中 .此 时 已 经 得 到 最 小 树 , 可 以 看 出 与 用 Kruskal 和 Prim 算法 得 
到 的 最 小 树 相同 , 只 是 各 条 弧 加 入 的 先后 顺序 不 一 样 . 口 

Sollin 算法 的 计算 复杂 度 :该 算法 的 主要 计算 量 在 于 STEP1( 寻 找 边 割 中 的 最 小 弧 ) 和 
STEP2( 子 树 合并 ) 的 循环 交替 迭代 . 由 于 每 次 循环 迭代 时 ,每 棵 树 都 会 合并 成 一 棵 较 大 的 
子 树 , 因 此 每 次 循环 迭代 都 会 使 子 树 的 数量 至 少 减少 一 半 . 所 以 ,循环 迭代 的 总 次 数 为 
Odog n). 下面 对 每 次 循环 兴 代 所 需要 的 计算 时 间 进 行 分 析 . 

我 们 对 网 络 中 的 每 个 节点 赋予 一 个 标号 ,使 得 当 且 仅 当 两 个 节点 属于 同一 棵 子 树 时 , 它 
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们 的 标号 相同 (开始 时 节点 i 赋予 标号 让 ,此 时 我 们 可 以 方便 地 判断 两 个 节点 是 否 属于 同一 
子 树 . 进一步 ,我 们 可 以 把 每 一 棵 子 树 中 的 所 有 节点 存储 为 一 个 双向 循环 链表 ,此 时 从 该 子 
树 的 任何 一 个 节点 开始 ,可 以 方便 地 访问 该 子 树 的 所 有 节点 . 因此 ,STEP1 最 多 对 每 条 弧 进 
行 两 次 检查 ,该 步 的 计算 复杂 度 为 O(m). 在 STEP2 中 ,只 需要 根据 STEP1 找到 的 最 小 弧 
进行 链表 合并 ,并 修改 节点 的 标号 ,复杂 度 为 O(n). 

综 上 所 述 , 该 算法 总 的 复杂 度 为 O((m 十 n)log n) 二 OCmlog n). 
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在 前 面 两 节 关于 最 小 树 的 讨论 中 ,我 们 假设 考虑 的 是 无 向 网 络 , 而 有 时 候 我 们 需要 在 有 
向 网 络 上 考虑 类 似 的 问题 . 首先 看 下 面 的 例子 . 

例 3.6 一 家 跨国 公司 的 总 经 理 需 要 向 该 公司 位 于 不 同 国家 的 一 些 部 门 经 理 传达 一 条 
重要 信息 . 假设 这 名 总 经 理 可 以 用 以 下 两 种 方式 之 一 完成 这 一 信息 的 传播 :第 1 种 方式 可 以 
称 之 为 "直接 方式 ”, 即 总 经 理 直 接 给 每 个 部 门 经 理 打 电 话 进行 传达 ;第 2 种 方式 可 以 称 之 为 
“接力 方式 ”, 即 总 经 理 只 给 某 些 部 门 经 理 打 电话 ,而 让 这 些 得 到 信息 的 部 门 经 理 打 电话 将 信 
息 进 一 步 传达 给 其 他 某 些 部 门 经 理 , 依 此 类 推 ,最 后 将 信息 传达 到 所 有 部 门 经 理 . 由 于 不 同 
国家 之 间 的 电话 费用 是 不 同 的 ,为 了 节省 总 的 电话 费 开 支 , 第 1 种 方式 一 般 不 是 最 经 济 的 方 
式 .那么 在 第 2 种 方式 中 ,如 何 决定 哪些 部 门 经 理应 当 由 总 经 理 直 接 传达 信息 ,每 个 得 到 信 
息 的 部 门 经 理 又 应 当 给 哪些 尚未 得 到 信息 的 部 门 经 理 打 电 话 呢 ? 

以 每 个 经 理 (总 经 理 或 部 门 经 理 ) 为 节点 构造 一 个 有 向 图 ,所 有 可 能 进行 电话 通讯 的 经 
理 之 间 连 一 条 有 向 弧 , 弧 上 的 权 表 示 通 讯 费 用 . 这 时 ,问题 可 以 转化 为 有 向 图 上 的 最 小 树 形 
图 问题 . 口 

定义 3.3 有 向 图 G=(V,A) 若 满足 : 

(1) 不 包含 有 向 圈 ; 

(2) 存在 一 个 节点 i 使 得 d” (i) 二 0( 即 节点 i 没有 入 弧 ), 而 对 其 余 节 点 j 有 d-(j) 二 1 
( 即 节点 j 有 且 只 有 一 条 入 弧 ); 则 称 G 为 以 i 为 根 (root) 的 树 形 图 (arborescence) ,也 称 有 根 
树 (rooted tree) 或 外 向 树 (out-tree)。 

定义 3.4 如果 一 个 有 向 图 的 支撑 子 图 是 一 个 树 形 图 , 则 称 该 树 形 图 为 该 有 向 图 的 支 
撑 树 形 图 (或 生成 树 形 图 ). 有 向 网 络 中 权 最 小 的 支撑 树 形 图 称 为 该 网 络 的 最 小 树 形 图 . 

例 3. 6 中 的 通讯 方式 可 以 用 最 小 树 形 图 来 建 模 ,总 经 理 相当 于 树 形 图 的 根 . 

可 以 看 出 ,从 树 形 图 的 根 到 每 一 个 节点 有 且 仅 有 一 条 有 向 路 ,我 们 称 这 条 路 的 长 度 为 该 
节点 的 代 ( 即 该 节点 关于 根 节点 的 层 数 ). 树 形 图 在 去 掉 每 条 弧 的 方向 后 ,得 到 的 无 向 基本 图 
是 一 棵 树 ,因此 具有 ?个 节点 的 树 形 图 包含 "一 1 条 弧 . 

下 面 介绍 求 最 小 树 形 图 的 朱 - 刘 算法 , 它 是 由 中 辐 科学 院 的 朱 永 津 和 刘 振 宏 研究 员 于 
1965 年 提出 的 . 
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定义 3.5 设 v 是 网 络 N 的 任意 一 个 节点 ,在 所 有 指向 v 的 人 弧 中 , 权 最 小 的 弧 称 为 v 
的 最 小 人 弧 . 由 最 小 入 弧 组 成 的 有 向 圈 称 为 最 小 人 弧 轿 . 

一 种 自然 的 想法 是 ,如 果 在 网 络 N 中 ,从 每 个 节点 取 一 条 最 小 人 弧 , 组 成 的 子 图 是 否 就 
是 最 小 树 形 图 ? 如 果 该 子 图 是 网 络 N 的 支撑 树 形 图 , 则 它 就 是 最 小 树 形 图 . 如 果 不 是 ,那么 
是 否 可 以 以 此 子 图 为 基础 构造 最 小 树 形 图 ? 这 就 是 朱 - 刘 算法 的 思路 . 下 面 首先 介绍 相关 
的 一 个 引 理 和 几 个 定理 . 

引 理 3.2 在 网 络 N 中 ,从 每 个 节点 取 一 条 最 小 入 弧 ,组 成 的 弧 集合 记 为 及 , 则 

(1) 车 | 有 HI<n 一 1, 则 N 没有 支撑 树 形 图 ; 

(2) 车 |H|=n 一 1, 且 H 不 含有 向 圈 , 则 日 是 NN 的 最 小 树 形 图 ; 

(3) 车 | 有 H|=n, 设 a 是 HH 中 权 最 大 的 弧 , 且 H\a 不 含有 向 圈 , 则 H\a 是 N 的 最 小 树 
形 图 ， 口 

上 述 引 理 3. 2 不 难 证 明 , 请 读者 自己 完成 . 

定理 3.3 设 C 是 网 络 N 的 最 小 人 弧 圈 , 如 果 N 存在 支撑 树 形 图 , 则 存在 N 的 最 小 树 
形 图 了 满足 1C\T| 一 1. 

证 明 假设 定理 不 成 立 , 在 N 的 最 小 树 形 图 中 找 一 棵 了 使 得 1C\T| 最 小 . 由 于 树 形 图 
不 含有 向 圈 , 因 此 |C\T|= 二 K 之 2. 记 C 中 不 在 T 上 的 弧 依次 为 ai 一 (wyol ) ,as 二 (vs,v )， 
;a4 二 (viov ), 则 C 中 余下 的 弧 组 成 的 有 向 路 PCvi ,um) ,Pu ,mw)，…， Pu su ) 都 属 
于 T. 不 妨 设 vw 是 所 有 上 个 节点 {vi ,vw ,… ,vi ) 在 工 中 代数 最 小 的 节点 , 则 vw 在 工 中 不 
会 是 vi 的 后 代 . 但 由 于 vi 在 工 中 是 ui 的 后 代 , 所 以 w 在 了 中 不 会 是 vi 的 后 代 . 记 ai 是 
双 在 工 中 的 人 弧 , 则 全 =TUas\al 也 是 N 的 支撑 树 形 图 . 由 于 a; 是 节点 让 的 最 小 人 弧 ， 
因此 W(T)=W(TD 十 W(a) 一 W(al )W(T)( 这 里 W 表示 权 函 数 ). 因此 Ti 也 是 N 的 
最 小 树 形 图 , 且 1C\T1=1CN\TI 一 1, 这 与 T 的 取 法 矛盾 . 口 

根据 这 一 定理 ,在 构造 最 小 树 形 图 时 ,如 果 网 络 中 存在 最 小 人 弧 圈 ,可 以 去 掉 圈 上 的 一 
条 弧 . 如 果 根 节点 在 圈 上 ,只 需 去 掉 圈 上 的 一 条 弧 即 可 ;如 果 根 节点 在 圈 外 ,必须 找 一 条 从 圈 
外 指向 圈 上 某 节 点 的 弧 来 代替 圈 上 一 条 弧 . 记 圈 上 所 有 弧 的 权 和 为 W(C) ,找到 的 替代 弧 为 
a, 圈 上 与 a 有 相同 末端 的 被 替代 弧 为 a, , 则 替代 后 的 权 和 为 W(C) 十 W(a) 一 W(al), 即 权 
和 的 变化 为 W(a) 一 W(al). 一 般 地 ,可 以 引入 如 下 定义 . 

定义 3.6 设 C 是 有 向 网 络 N 二 (V,A,W) 的 一 个 有 向 圈 ,W 为 权 函数 , 即 W:E 一 R. 
记 C 的 节点 集合 为 V(C), 记 C 的 弧 集 为 A(C). 定义 N 收缩 C 后 得 到 的 新 网 络 N =(V" ， 


A ,W') 为 
V 二 (VAV(C)) U1{y),( 节 点 y 称 为 收缩 C 后 的 人 工 节点 ) 
A =A\A(C), 
wo 当 a 在 N “中 的 末端 不 是 y， 
W(a) 一 W(a1) 十 W(a* )， 当 a 在 N' 中 的 末端 是 y. 


其 中 a 是 C 中 与 a 有 相同 末端 的 弧 ,e" 是 C 中 权 最 大 的 弧 . 这 一 过 程 称 为 网 络 的 收缩 
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(condensation) ,N' 称 为 N 的 收缩 网 络 (condensed network) ,可 简 记 为 N = N/C. 
定理 3.4 设 C 是 网 络 N 二 (V,A,W) 的 最 小 人 弧 圈 ,N* 一 (V ,4 ,W'* ) 是 N 收缩 C 
后 得 到 的 新 网 络 . 如 果 T" 是 N* 的 最 小 树 形 图 , 则 T" UC 包含 了 N 的 一 棵 最 小 树 形 图 . 
证 明 记 a' 是 C 中 权 最 大 的 弧 .首先 证 明 T" UC 中 包含 N 中 的 一 棵 权 为 W*(T"*) 
十 W(C) 一 W(a" ) 的 支撑 树 形 图 . 分 两 种 情况 讨论 : 
(1) 人 工 节点 > 在 了 中 有 人 弧 ( 记 为 a。, 参见 图 3.4(a)): 设 C 中 与 a。 有 相同 末端 的 
缴 为 和, 则 T=(T* UOC)\a 为 T" UC 包含 的 N 中 的 唯一 支撑 树 形 图 . 此 时 
W(T) = BD W(a) 十 W(ao) 十 多 CC) 一 WoD) 
ET wo 
= 2D) WW +W' Co) 十 W(CC) 一 Wo ) 
aeT" ve 
=W° (T*)+W(C) 一 W(a' )， 
(2) 人 工 节点 y 是 T* 的 根 节 点 (参见 图 3. 4(b)) :此 时 T=(T'  UC)\a' 为 T' UC 包 
含 的 N 中 的 一 棵 支撑 树 形 图 ,并且 
W(T)=W’ (T*)+W(O) —W(a' ). 
因此 ,不 论 哪 种 情况 ,T" UC 都 包含 N 中 的 一 棵 权 为 W*(T" ) 十 W(C) 一 W(a' ) 的 支 
返 树 形 图 . 


图 3.4 定理 3.4 的 证 明 


根据 定理 3. 3, 存在 N 的 最 小 树 形 图 T。 使 得 1C\T,| 二 1. 在 收缩 C 后 , T。 变 成 N "中 
的 支撑 树 形 图 T3， 因 此 W(Ts ) 宇 W(T* ). 类 似 于 上 面 两 种 情况 的 讨论 ,可 以 进一步 得 到 
W(To) 一 W (Ts )+W(C)—W(a' ). 
于 是 只 能 有 W(T; ) 二 W(T* ), 也 就 是 说 Ti 是 N 中 的 最 小 树 形 图 . 因为 否则 的 话 ,T 不 
会 是 N 中 的 最 小 树 形 图 (T, 或 T: 才 是 N 中 的 最 小 树 形 图 ). 因此 我 们 可 以 得 到 
W(T)=W"* (T*)+W(O—W(a’ ). 
由 此 可 以 看 出 ,不 仅 T。 是 N 中 的 最 小 树 形 图 , T, 或 T; 也 是 N 中 的 最 小 树 形 图 . 因此 ， 
T*" UC 包含 了 N 的 一 棵 最 小 树 形 图 . 口 
根据 上 述 定理 ,可 以 设计 如 下 最 小 树 形 图 算法 : 
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朱 - 刘 算法 

STEP0 令 m=1,N,(V, A, W.)=N(V,A,W). 

STEP1 在 Nu 中 对 等 个 节点 取 一 条 最 小 人 弧 ,组 成 的 弧 集 记 为 H,. 车 IH, | 二 |V, | 一 1， 
则 原 网 络 没有 支撑 树 形 图 ;否则 若 |H, | 二 1V, 1, 则 去 掉 有 H,, 中 的 权 最 大 的 一 条 弧 
( 仍 记 为 日, ) ,继续 下 一 步 ;否则 真 接 继续 下 一 步 . 

STEP2 车 H, 不 包含 圈 , 则 令 H' 一 HH,,, 转 STEP4; 否 则 取 有 H, 包含 的 一 个 图 C, ,继续 下 

STEP3 对 N。 收缩 C。 得 到 新 的 网 络 NiCV。 ,Ai ,Wr1), 记 人 工 节点 为 yw, 令 站 一 
m 十 1, 转 STEP1. 

STEP4 车 m=1, 则 Hi 就 是 NN 中 的 最 小 树 形 图 ,结束 ;否则 继续 下 一 步 . 

STEP5 令 Hi 二 HU(C Na 1), 其 中 -是 C。-, 中 的 一 条 弧 ; 如 果 y。-! 在 H'。 中 
有 人 弧 , 则 as , 取 为 与 该 人 弧 有 相同 末端 的 弧 ; 否 则 a ,了 到 C,-, 中 的 权 最 大 的 一 
条 弧 . 令 m= 二 m 一 1, 转 STEP4. 


上 述 算法 实际 上 包括 两 大 过 程 :收缩 (STEP1~STEP3) 和 展开 (STEP4~STEP5). 每 
-个 过 程 最 多 循环 "一 1 次 . 容易 看 出 STEP1 的 复杂 度 为 O(m) ,STEP2 的 复杂 度 为 O(n)， 

STEP3 的 复杂 度 为 Olm) ,STEP4 的 复杂 度 为 0(1),STEP5 的 复杂 度 为 O(m) ,因此 朱 - 刘 
算法 的 总 复杂 度 为 OCmn). 

该 算法 同样 可 以 用 于 计算 最 大 树 形 图 (只 需 将 权 反 号 即 可 ). 对 算法 作 一 些小 的 改动 , 容 
易 设 计 求 具有 固定 根 的 最 小 树 形 图 或 最 大 树 形 图 ( 留 作 练习 ). 

例 3.7 求 图 3.5(a) 中 网 络 N 的 最 小 树 形 图 

计算 过 程 如 下 : 

记 Ni 二 NN, 对 每 个 节点 取 一 条 最 小 入 弧 . 由 于 每 个 节点 都 存在 最 小 人 弧 ,因此 进一步 去 
掉 其 中 权 最 大 的 一 条 弧 (5,4) ,组 成 的 弧 集 为 Hi( 图 3. 5(b)). 

Ni 收缩 有 向 圈 C, 二 {(3,5),(5,6),(6,3)) ,得 到 网 络 N,( 图 3.5(c)). 

对 每 个 节点 取 一 条 最 小 人 弧 . 由 于 每 个 节点 都 存在 最 小 人 弧 , 因 此 进一步 去 掉 其 中 权 最 
大 的 一 条 弧 (y ,4), 组 成 的 弧 集 为 H,( 图 3. 5(d)). 

N: 收缩 有 向 圈 C: 一 人 (1,2),(2,y%),(y ,1)} ,得 到 网 络 Ns;( 图 3. 5(e)). 

对 每 个 节点 取 一 条 最 小 人 弧 . 由 于 每 个 节点 都 存在 最 小 人 弧 , 因 此 进一步 去 掉 其 中 权 最 
大 的 一 条 弧 (?z ,4), 组 成 的 弧 集 为 HH (图 3. 5(f)). 

由 于 H; 不 含 圈 , 故 收缩 过 程 结束 , 令 Hs 二 HH,. 展开 得 到 Hi( 图 3.5(g)). 

进一步 展开 得 到 Hi (图 3. 5(h)), 这 就 是 最 小 树 形 图 . 口 


3.4 最 大 分 枝 53 


图 3.5 计算 最 小 树 形 图 的 例子 ( 例 3.7) 


3.4 最 大 分 枝 


支撑 树 形 图 是 有 向 连通 图 . 有 时 候 , 我 们 并 不 需要 在 有 向 图 中 找到 支撑 树 形 图 ,而 只 需 
要 将 有 向 图 分 解 成 一 些 树 形 图 的 并 . 图 论 中 一 般 把 多 个 树 形 图 的 并 所 构成 的 图 形 称 为 分 枝 . 
因此 本 节 我 们 简要 介绍 一 下 最 大 分 枝 问题 及 其 算法 . 

定义 3.7 若 有 向 图 C 满足 定义 3. 3 中 的 条 件 (1), 且 满足 (2) 对 任意 节点 了 有 4d (7 
三 1, 则 称 G 为 分 梳 (branching). 

可 见 ,分 枝 是 若干 树 形 图 的 并 ,正如 森林 是 若干 树 的 并 一 样 . 树 形 图 本 身 也 是 分 枝 的 一 
种 特殊 情况 ( 即 由 一 个 树 形 图 组 成 的 分 枝 ). 

定义 3.8 如 果 一 个 有 向 图 的 生成 子 图 是 一 个 分 枝 , 则 称 该 分 枝 为 该 有 向 图 的 支撑 分 
枝 (或 生成 分 枝 ). 有 向 网 络 中 权 最 大 的 支撑 分 枝 称 为 该 网 络 的 最 大 分 枝 . 

显然 ,我 们 可 以 断言 : 最 大 分 枝 中 不 会 含有 负 权 弧 . 但 是 ,即使 网 络 N 中 所 有 弧 上 的 权 
均 为 正 数 ,并 且 该 网 络 N 存在 支撑 树 形 图 , N 的 最 大 分 枝 也 不 一 定 是 支撑 树 形 图 (自然 更 谈 
不 上 是 最 大 树 形 图 ). 例如 下 面 的 例子 可 以 说 明 这 一 点 (图 3. 6). 

下 面 介 绍 Edmons 于 1968 年 提出 的 最 大 分 枝 算 法 , 它 与 求 最 小 树 形 图 的 朱 - 刘 算法 本 
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OSV o oH ooro 
{a) (b) (c) 


图 3.6 最 大 分 枝 的 例子 
(a) 网 络 N; (b) N 的 最 大 分 枝 ;(c) N 的 最 大 树 形 图 


质 上 是 一 样 的 ,因此 我 们 这 里 直接 给 出 算法 ,证 明和 复杂 度 分 析 留 作 练习 . 


Edmons 算法 

STEP0 令 m=1,N,(V, ,A W,)=N(OV,A,W). 

STEP1 在 N 中 对 每 个 节点 取 一 条 最 大 正 权 和 人 弧 , 组 成 的 弧 集 记 为 B。. 

STEP2 若 B。 不 包含 图, 则 令 B= B。, 转 STEP4; 否 则 取 B。 包含 的 一 个 圈 C, ,继续 下 

STEP3 对 No。 收缩 C。 得 到 新 的 网 络 Nm。i1《CV。i1 ,Awti ,Wor1), 记 人 工 节点 为 yw, 令 mm= 

mm 十 1, 转 STEP1. 

STEP4 车 m=1, 则 Bi 就 是 N 中 的 最 大 分 枝 , 结 束 ;否则 继续 下 一 步 . 

EP5 令 Bo 一 Bo。 U(Co Nas- ,其 中 av-: 是 Co 中 的 一 条 弧 : 如 果 y。-, 在 Bs 中 有 
人 弧 , 则 as , 取 为 与 该 人 弧 有 相同 末端 的 弧 ;否则 av-, 取 C。-, 中 的 权 最 小 的 一 条 
弧 , 令 m=m 一 1, 转 STEP4. 


值得 注意 的 是 :由 于 此 时 是 计算 “最 大 ”分 枝 ,因此 在 STEP3 中 执行 收缩 时 ,收缩 后 网 络 
中 权 的 定义 与 3. 3 节 中 的 定义 会 略 有 不 同 : 即将 定义 3. 6 中 的 *a* 是 C 中 权 最 大 的 弧 " 相 应 
地 改 为 “a' 是 C 中 权 最 小 的 弧 ”. 

例 3.8 求 如 图 3.7(a) 中 网 络 N 的 最 大 分 枝 . 

计算 过 程 如 下 : 

记 N,=N, 对 每 个 节点 取 一 条 最 大 正 权 和 人 弧 , 组 成 的 弧 集 为 B,( 图 3. 7(b)). 

Ni 收缩 有 向 圈 C, 一 {(1,2),(2,4),(4,1)}, 得 到 网 络 N,( 图 3.7(c)). 

对 每 个 节点 取 一 条 最 大 正 权 人 弧 ,组 成 的 弧 集 为 B: (图 3. 7(d)). 

和 Ni 收缩 有 向 圈 C: 一 {(y ,5),(5,y1)} ,得 到 网 络 N;( 图 3.7(e)). 

对 每 个 节点 取 一 条 最 大 正 权 和 人 弧 ,组 成 的 弧 集 为 B; (图 3.7(f)). 

由 于 B, 不 含 圈 , 故 收缩 过 程 结束 , 令 Bi 一 B:. 展开 得 到 Bs (图 3. 7Cg)). 

进一步 展开 得 到 Bi (图 3.7(h)), 这 就 是 最 大 分 枝 . 口 

显然 ,这 一 算法 可 以 用 于 计算 最 小 分 枝 ( 弧 上 的 权 反 号 即 可 ). 此 外 ,如 果 对 网 络 进行 一 
定 的 预 处 理 , 这 一 算法 可 以 用 于 计算 最 小 (或 最 大 ) 树 形 图 , 以 及 具有 固定 根 的 最 小 (或 最 
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图 3.7 计算 最 大 分 枝 的 例子 ( 例 3. 8) 
大 ) 树 形 图 . 我 们 这 里 作为 练习 留 给 读者 自己 完成 . 
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练 习 题 


1. 证 明 引 理 3. 1. 

2. 设 工 是 无 向 网 络 N 二 (V,A,W) 的 支撑 树 , 证 明 : 是 网 络 N 的 唯一 最 小 树 的 充 要 
条 件 是 如 下 两 个 条 件 之 一 成 立 : 

(1) 对 一 切 非 树 弧 e,e 是 TT 十 e 所 含 圈 中 唯一 权 最 大 的 弧 . 

(2) 对 一 切 树 弧 e,e 是 T\e 所 形成 的 割 中 唯一 权 最 小 的 弧 . 

3, 分别 用 本 章 介绍 的 3 种 最 小 树 算法 计算 图 3. 8 中 网 络 的 最 小 树 . 

4. 分 别 用 本 章 介绍 的 3 种 最 小 树 算法 计算 图 3. 9 中 网 络 的 最 小 树 . 


图 3.8 第 3 题 图 图 3.9 第 4 题 图 


5. 计算 题 4 网 络 中 包含 与 节点 1 相关 的 3 条 弧 (1,2),(1,3) 和 (1,4) 的 权 最 小 的 一 棵 
支撑 树 . 

6. 无 向 网 络 的 一 棵 支撑 树 加 上 一 条 非 树 弧 ,所 形成 的 子 图 称 为 该 网 络 的 一 棵 1- 树 (又 
称 单 圈子 图 ). 试 设计 一 个 算法 ,计算 无 向 网 络 的 最 小 1- 树 ,并 使 得 该 1- 树 中 唯一 的 圈 通过 
-个 指定 节点 . 分 析 算法 的 计算 复杂 度 . 

7. 在 无 向 网 络 的 所 有 支撑 树 中 ,最 大 弧 与 最 小 弧 的 权 之 差 最 小 的 一 棵 称 为 平衡 树 . 试 
设计 一 个 算法 ,计算 无 向 网 络 的 平衡 树 , 并 分 析 算 法 的 计算 复杂 度 . 

8. 在 无 向 网 络 的 所 有 支撑 树 中 ,使 得 指定 节点 的 度数 为 的 一 棵 称 为 k 度 限 制 树 . 试 
设计 一 个 算法 ,计算 无 向 网 络 的 k 度 限制 树 ,并 分 析 算法 的 计算 复杂 度 . 

9. 将 无 向 网 络 的 所 有 支撑 树 按照 权 非 降 的 顺序 排列 , 称 处 于 第 上 个 位 置 的 支撑 树 为 第 
个 支撑 树 , 试 设计 一 个 算法 ,计算 无 向 网 络 的 第 2 个 支撑 树 , 并 分 析 算 法 的 计算 复杂 度 、 

10. 在 无 向 网 络 中 ,如 果 去 掉 一 条 弧 后 使 得 最 小 树 的 权 严 格 增加 , 则 称 该 弧 为 “活跃 
弧 ”. 去 掉 后 使 得 最 小 树 的 权 增 加 最 多 的 一 条 弧 称 为 “最 活跃 弧 ”. 试 设计 一 个 算法 ,计算 无 
向 网 络 的 “最 活跃 弧 ”, 并 分 析 算 法 的 计算 复杂 度 . 

11. 考虑 具有 两 个 权 函 数 的 无 向 网 络 : 每 条 弧 (i,j) 上 赋予 权 ws 和 ci 并 设 对 于 该 无 
向 网 络 的 任意 支撑 树 了 ,有 >) cs > 0. 试 设计 一 个 算法 , 计算 该 网 络 的 最 小 比例 支撑 树 , 即 


GET 
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使 得 2， ws/ Dc 最 小 的 支撑 树 ,并 分 析 算法 的 计算 复杂 度 . 


GET GNET 


12. 最 小 树 的 敏感 性 分 析 : 设计 一 个 算法 ,对 无 向 网 络 的 每 条 弧 上 的 权 计算 一 个 区 间 ， 
使 得 当权 在 该 区 间 内 变化 时 ,最 小 树 不 变 . 分 析 算 法 的 计算 复杂 度 . 

13. 对 朱 - 刘 算法 作 一 些小 的 改动 ,设计 求 具有 固定 根 的 最 小 树 形 图 . 

14， 计算 如 图 3. 10 所 示 网 络 的 最 小 树 形 图 . 

15. 计算 题 14 中 网 络 的 以 节点 1 为 根 的 最 小 树 形 图 . 

16. 计算 题 14 中 网 络 的 最 大 树 形 图 . 

17. 计算 题 14 中 网 络 的 最 大 分 枝 . 

18. 计算 如 图 3. 11 所 示 网 络 的 最 大 分 枝 . 

19. 证 明 Edmons 算法 的 正确 性 , 并 分 析 其 计算 复杂 度 . 

20. 对 网 络 进 行 一 定 的 预 处 理 , 将 Edmons 算法 推广 到 用 于 计算 最 小 (或 最 大 ) 树 形 图 ， 
以 及 具有 固定 根 的 最 小 (或 最 大 ) 树 形 图 . 


图 3.10 第 14 题 图 图 3.11 第 18 题 图 


第 4 章 最 短路 问题 


在 例 1. 2 中 介绍 了 最 短路 问题 ,这 一 章 将 进一步 详细 介绍 最 短路 问题 及 其 有 效 算 法 . 

最 短路 问题 是 网 络 优化 中 的 一 个 相对 基本 而 又 非常 重要 的 问题 . 首先 ,这 一 问题 在 实际 
生产 和 生活 中 经 常会 遇 到 ,许多 实际 问题 都 可 以 转化 为 最 短路 问题 . 其 次 ,这 一 问题 相对 比 
较 简单 ,其 有 效 算法 经 常 在 其 他 网 络 优化 问题 中 作为 子 算法 调用 . 


4.1 最 短路 问题 的 数学 描述 


最 短路 问题 考虑 的 是 有 向 网 络 N=(V,A, 色 ) ,其 中 弧 (ij)EA 对 应 的 权 vw 又 称 为 弧 长 
或 费用 .对 于 其 中 的 两 个 节点 *,tEV, 以 * 为 起 点 上 为 终点 的 有 向 路 称 为 *: 有 向 路 ,其 所 经 
过 的 所 有 弧 上 的 权 ( 或 弧 长 .费用 ) 之 和 称 为 该 有 向 路 的 权 ( 或 弧 长 .费用 ). 所 有 st 有 向 路 中 
权 最 小 的 一 条 称 为 st 最 短路 . 同样 道理 ,可 以 定义 最 长 路 问题 . 最 长 路 问题 可 以 方便 地 转化 
为 最 短路 问题 ,这 只 需 把 弧 上 的 费用 反 号 即 可 . 

对 于 有 向 网 络 中 的 一 个 圈 , 它 的 权 就 是 圈 上 所 有 前 向 弧 上 的 权 的 和 , 减 去 圈 上 所 有 反 
向 弧 上 的 权 . 权 为 正 的 圈 称 为 正 圈 ; 权 为 负 的 圈 称 为 负 圈 ; 权 为 0 的 圈 称 为 零 图 . 对 于 一 个 
有 向 圈 , 它 的 权 就 是 圈 上 所 有 弧 上 的 权 的 和 . 由 于 本 章 一 般 讨论 有 向 网 络 ,讨论 的 圈 一 般 都 
是 指 有 向 圈 , 所 以 本 章 后 面 直接 将 正 有 向 圈 简 称 为 “ 正 圈 "， 负 有 向 圈 简 称 为 “ 负 圈 ”"， 零 有 
向 圈 简 称 为 “ 零 圈 "， 而 “无 圈 ? 指 的 就 是 不 存在 有 向 圈 . 

必须 指出 的 是 : 目前 为 止 , 一 切 最 短路 算法 都 只 对 不 含 负 有 向 圈 的 网 络 有 效 . 实际 上 ， 
对 于 含 负 有 向 圈 的 网 络 ,其 最 短路 问题 是 NP 困难 的 . 因此 ,本章 中 除非 特别 说 明 ,一 律 假定 
网 络 不 包含 负 有 向 圈 . 此 外 ,在 实际 问题 中 有 时 也 会 遇 到 无 向 网 络 上 的 最 短路 问题 ,这 时 原 
问题 一 般 可 以 转化 为 有 向 网 络 上 的 最 短路 问题 . 如 果 所 有 弧 上 的 权 w, 全 为 非 负 (或 非 正 ) 
数 , 只 需 将 无 向 图 的 一 条 边 代 之 以 两 条 对 称 的 有 向 弧 即 可 . 如 果 弧 上 的 权 w; 有 负 有 正 , 一 般 
来 说 问题 要 复杂 得 多 ,应 当 具体 问题 具体 分 析 . 

网 络 不 包含 负 有 向 圈 时 , 最 短路 问题 可 以 用 线性 规划 描述 如 下 : 

min >) wrs (4..1) 


DEA 


i=1, (4.2) 
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和 (4.3) 
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其 中 决策 变量 zi 表示 弧 (i, 门 是 否 位 于 st 路 上 : 当 zs 二 1 时 ,表示 弧 (i, 站 位 于 st 路 上 , 当 
zy 一 0 时 ,表示 颖 (i, 站 不 在 st 路 上 .本 来 , zx; 应 当 是 0-1 变量 , 但 由 于 约束 条 件 (4.2) 的 约 
柬 和 矩阵 就 是 网 络 的 关联 矩阵， 它 是 全 么 模 和 矩阵 (参见 2. 2. 3 节 ), 因 此 0-1 变量 可 以 松弛 为 
区 间 [0,1] 中 的 实数 ( 当 用 单纯 形 法 求解 时 , 将 得 到 0-1 整数 解 ). 

值得 注意 的 是 ,我 们 这 里 将 变量 xy 直接 松弛 为 所 有 非 负 实 数 . 实际 上 ,如 果 zj 可 以 取 
0-1 以 外 的 整数 , 则 约束 条 件 并 不 能 保证 对 应 于 非 零 zy 的 弧 所 构成 的 结构 ( 记 为 P) 一 定 是 
一 条 路 ,因为 这 一 结构 可 能 含有 圈 . 进一步 分 析 , 由 于 我 们 总 是 假设 网 络 本 身 不 含有 负 团 ， 
而 任何 正 圈 不 可 能 使 目标 函数 最 小 , 因此 上 面 的 约束 条 件 (4. 2), (4. 3) 可 以 保证 当 达到 最 
优 解 时 ,已 如 果 包 含 圈 , 该 圈 一 定 是 零 圈 . 我 们 从 已 中 去 掉 所 有 的 零 圈 ,就 可 以 得 到 最 短路 ， 

下 面 我 们 介绍 几 个 可 以 用 最 短路 问题 来 建 模 的 实际 问题 . 

例 4.1 单产 品 .无 能 力 限制 的 批量 问题 

某 工 厂 生产 某 种 产品 用 以 满足 市 场 需求 , 且 已 知 在 时 段 :中 的 市 场 需求 为 d, (1 二 1， 

,了 ). 在 某 时 段 +, 如 果 开 工 生 产 , 则 生产 开工 所 需 的 生产 准备 费 为 5, 宇 0, 单 件 产品 的 
生产 外 为 5 全 0. 在 某 时 段 期末. 如 果 有 产品 库存 , 单 件 产 品 的 库存 费 为 hh, 三 0. 假设 初始 
库存 为 0, 不 考虑 能 力 限制 , 工厂 应 如 何 安排 生产 , 可 以 保证 按时 满足 生产 , 且 使 总 费用 最 
小 ? 


假设 在 时 段 +， 产品 的 生产 量 为 xz,(z, 宇 0), 期 末 产 品 的 库存 为 I(1 宇 0), 则 由 问题 的 
7 
假设 知 五 一 0. 已 得 :在 最 优 解 中 ， 之 > 而 且 一 定 存 在 满足 条 件 1,1x, = 0(1 1 过 


T) 的 最 优 解 . 因此 , 当 产 品 在 某 一 时 段 有 生产 时 ,可 以 只 考虑 其 生产 量 为 某 些 后 续 时 段 的 需 
求 量 的 总 和 , 即 xz, E (d,sd; 十 dissdi 十 di 十 … 十 dr). 也 就 是 说 ,只 有 当 上 一 时 段 库存 
为 0 时 ,本 时 段 才 考虑 进行 生产 . 记 rey 为 第 i 时段 生 产量 为 x, 二 di 十 dini 十 … 十 dj 时 所 导 
致 的 费用 (包括 生产 准备 费 . 生 产 费 和 库存 费 ), 即 


a 
ws =5+cr+ Dhl,, 


其 中 =din 十 dys 十 … 二 dj(i<t<j 一 1). 

此 时 ,由 于 该 问题 的 特殊 性 ,可 以 转化 为 最 短路 问题 . 构造 一 个 网 络 ,该 网 络 有 T 十 1 个 

点 , 前 工 个 节点 对 应 于 T 个 时 段 , 最 后 一 个 节点 表示 生产 结束 时 的 对 应 状态 . 从 所 有 节 

点 i 到 j (> 丫 连 一 条 弧 , 弧 上 的 权 ( 费 用 或 长 度 ) 为 ww .此 时 ,从 节点 1 到 节点 TT 二 1 的 
任何 一 条 有 向 路 , 对 应 于 一 个 生产 计划 方案 . 如 果 该 有 向 路 包含 弧 (ij7)， 则 表示 第 站 时 段 
生产 量 用 于 满足 从 到 j 一 1 时 段 的 需求 . 最 短路 对 应 的 正 是 最 优 计划 . 

例如 , 当 了 一 4 时 , 图 4. 1 给 出 了 对 应 的 最 短路 问题 的 网 络 . 隐 

例 4.2 最 可 靠 路 径 问 题 

在 一 个 通讯 网 络 中 ,任意 两 个 中 继 i 和 j 之 间 的 线路 可 靠 概 率 为 Ps (P, 二 0). 对 于 从 中 
继 * 到 :的 任意 有 向 路 荆 一 sinia…iat( 不 含有 重复 节点 ) .其 可 靠 性 为 


60 第 4 章 最 短路 问题 


4.1 生产 批量 问题 对 应 的 网 络 


M=P,, P;, "Pi 

为 了 找到 可 靠 性 M 最 大 的 有 向 路 ,上 式 两 边 取 对 数 , 得 

log M=log P,, 十 log Psi, 十 … 十 log Pi,. 

如 果 以 一 log P; 作 为 中 继 ( 节 点 )i 和 j 之 间 的 弧 长 , 则 最 可 靠 路 径 的 问题 实际 上 就 是 一 
个 最 短路 问题 . 口 

例 4.3 计划 评审 技术 (project evaluation & review technique, PERT) 

PERT 又 称 网 络 计 划 技 术 或 统筹 法 . 大 
型 复杂 工程 项 目 (project) 往 往 被 分 成 许多 子 
项 目 , 子 项 目 之 间 有 一 定 的 先后 顺序 ( 偏 序 ) 
要 求 , 每 一 子 项 目 需要 一 定 的 时 间 完 成 (如 
图 4.2). PERT 网 络 的 每 条 弧 表示 一 个 子 项 
目 ,如 果 以 弧 长 表示 每 一 子 项 目 需要 的 时 间 ， 图 4.2 项 目 网 络 
则 最 早 完工 时 间 对 应 于 网 络 中 的 最 长 路 (关键 
路 线 ). PERT 网 络 中 不 能 含有 任何 圈 , 因此 其 最 长 路 问题 和 最 短路 问题 都 是 可 解 的 . 工程 上 所 
谓 的 关键 路 线 法 (critical path method,CPM) 基 本 上 也 是 计划 评审 技术 的 一 部 分 . 口 
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4.2.1 Bellman 方程 


我 们 可 以 根据 4. 1 节 介 绍 的 线性 规划 (4. 1) 一 (4. 3) 构 造 对 偶 问 题 . 为 了 方便 后 面 的 讨 
论 , 我 们 先 将 约束 (4.2) 两 边 同时 乘 以 一 1, 然 后 可 以 得 到 其 对 偶 问题 为 


max(u — 4,) (4.4) 
St ww Sw, Yj)EA. (4.5) 

根据 互补 松弛 条 件 ， 当 x 和 w 分别 为 原 问题 和 对 偶 问 题 的 最 优 解 时 : 
Ti —u—w)=0, Vi EA. (4.6) 


因此 , 当 某 弧 (ij 位 于 最 短路 上 时 , 即 对 应 的 变量 zi >0 时 ,一定 有 w 一 uw 二 ws. 但 在 对 偶 
问题 中 ,如 果 ”为 最 优 解 , 易 知 x 十 c (c 为 任意 实数 ) 仍 为 最 优 解 . 因此 ,u 的 具体 数值 不 能 唯 
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一 确定 . 不妨 令 刀 二 0, 则 的 具体 数值 就 可 以 唯一 确定 了 . 
进一步 分 析 可 以 看 出 ,u 相当 于 对 节点 j 赋予 的 一 个 实数 值 (通常 称 为 “标号 ”), 在 
=0 时 表示 的 正好 是 节点 * 到 节点 j 的 最 短路 的 长 度 . 因此 ,可 以 得 到 求解 最 短路 问题 
的 如 下 递 推 关系 : . 
{u; = 0, 
( (4.7) 
lu = min{w + wy}. 
当 两 节点 问 没有 弧 相 连接 时 ,上 面 北 推 式 中 认为 对 应 的 权 为 无 穷 大 . 其 实 , 回 顾 上 一 章 的 内 
容 可 以 看 出 ,这 就 是 最 短路 问题 的 动态 规划 基本 方程 , 称 为 Bellman 方程 ,也 称 为 最 短路 广 
程 .但 由 于 求解 w 时 必须 知道 所 有 其 他 节点 i 上 的 u, 值 ,因此 一 般 情况 下 直接 求解 最 短路 
方程 是 相当 困难 的 . 
定理 4.1 对 于 只 含 正 有 向 圈 的 连通 有 向 网 络 , 从 起 点 * 到 任 一 节点 了 都 存在 最 短路 ， 
它们 构成 以 起 点 * 为 根 的 树 形 图 ( 称 为 最 短路 树 (tree of shortest paths) 或 最 短路 树 形 图 
(shortest path arborescence)) ,最 短路 的 长 度 可 以 由 Bellman 方程 唯一 确定 . 口 
上 述 定理 中 的 前 一 部 分 实际 上 是 Bellman 最 优化 原理 的 直接 结果 ,后 一 部 分 中 
Bellman 方程 的 解 的 唯一 性 可 以 用 反 证 法 证 明 ,请 读者 完成 . 必须 指出 的 是 ,如 果 将 定理 中 
的 条 件 “只 含 正 有 向 圈 ” 改 为 “不 含 负 有 向 图", 则 上 述 最 短路 仍然 pe 
存在 ,但 Bellman 方程 的 解 的 唯一 性 可 能 不 成 立 -例如 ,在 如 下 所 “DD 一 一 @ 
示 的 网 络 中 (图 4. 3) ,起 点 s 到 任 一 节点 的 最 短路 的 长 度 分 别 是 向 43 Ruiman 方程 和 
,二 0,t 二 10,ws 二 11, 但 此 时 只 要 ww 二 wz 十 1<11 就 可 以 满足 不 唯一 的 例子 
Bellman 方程 . 例如 ,u, 二 0,u; 二 8,u = 二 9 就 满足 Bellman 方程 .由 
此 可 以 看 出 ,对 于 一 般 的 网 络 ,Bellman 方程 只 是 最 短路 长 度 必须 满足 的 必要 条 件 ,而 不 是 
充分 条 件 . 对 于 只 含 正 有 向 图 的 连通 有 向 网 络 , 它 才 是 充 要 条 件 . 


4.2.2 无 圈 网 络 


如 果 给 定 的 网 络 是 无 有 向 圈 的 , 则 定理 4. 1 的 条 件 自然 满足 ,并 且 此 时 最 短路 的 长 度 可 
以 方便 地 求 到 . 此 时 ,我 们 可 以 对 网 络 中 的 节点 进行 拓扑 排序 ( 例 2. 19) ,使 得 V ij,(i,j) 
FA. 拓扑 排序 的 复杂 度 为 OCm 十 n). 

如 果 拓 扑 排序 已 经 完成 , 则 Bellman 方程 (4.7) 可 以 写成 

==0, 
i 4 (4.8) 
Mi 一 minies + ws}. 

可 以 看 出 , 此 时 可 以 采用 递 推 计算 求解 上 述 方程 . 当 采 用 递 推 计算 求解 上 述 方程 时 ， 
每 个 节点 和 每 条 弧 均 被 考虑 一 次 , 因此 这 一 递 推 计算 也 可 以 在 OC(m 十 nn) 二 OCm) 的 时 间 内 
实现 . 于 是 ， 当 网 络 是 无 圈 时 ,这 一 最 短路 算法 的 复杂 度 为 Olm 十 n) 二 OCm). 这 是 求解 最 短 
路 问题 可 能 达到 的 最 小 的 复杂 度 , 因为 任何 算法 都 至 少 必须 对 每 条 统考 虑 一 次 . 
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例 4.4 计算 如 下 网 络 (图 4.4 (a)) 中 从 节点 A 到 所 有 其 他 节点 的 最 短路 . 
© 


(0 


图 4.4 无 圈 网 络 的 最 短路 例子 ( 例 4.4) 


初步 观察 , 发 现 网 络 本 身 含有 有 向 圈 , 似乎 不 是 无 圈 网 络 . 但 是 ， 由 于 是 计算 从 节点 A 
到 所 有 其 他 节点 的 最 短路 , 所 以 节点 A 的 人 弧 可 以 去 掉 ， 得 到 一 个 无 圈 网 络 . 此 时 ， 对 网 
络 进行 拓扑 排序 ( 设 A 点 编号 为 1), 可 以 得 到 如 图 4.4(b) 的 网 络 . 
计算 过 程 : ww 一 0， 
w=min{u, twa} =min(0+1}=1, 
w=min{w+wa}=min(0+(—D}=—1, 
w=mintwt wa} =min(0+5, 1+(—2), —1+3)=—1, 
us =min{u+ws)}—=min(—1+1, —1+4} =0. 
最 后 得 到 的 最 短路 树 形 图 如 图 4.4(c) 所 示 . 口 


4.2.3 正 费 用 网 络 


下 面 介绍 正 费 用 网 络 的 Dijkstra 算法 (由 Dijkstra 于 1959 年 提出 )， 所 谓 正 费用 网 络 ， 
就 是 说 弧 上 的 所 有 权 为 正 数 .算法 的 基本 思想 是 :对 于 V 中 每 一 个 节点 j ,赋予 两 个 数值 ( 通 
常 称 为 “标号 ”) :一 个 是 距离 标号 w% ,记录 的 是 从 起 点 到 该 节点 的 最 短路 长 度 的 上 界 ; 另 一 
个 是 前 趋 标号 pred(j) ,记录 的 是 当 起 点 * 到 该 节点 j 的 一 条 路 长 取 到 该 上 界 ww 时 ,该 条 路 
中 节点 j 前 面 的 那个 直接 前 趋 (节点 ). 算法 通过 不 断 修 改 这 些 标号 ,进行 选 代 计 算 , 当 算法 
结束 时 ,距离 标号 表示 的 是 从 起 点 到 该 节点 的 最 短路 长 度 . 在 算法 不 断 修改 这 些 标号 `. 迭 代 
进行 计算 的 过 程 中 ,所 有 节点 实际 上 被 分 成 了 两 类 :一 类 是 离 起 点 * 较 近 的 节点 ,它们 的 距 
离 标 号 表示 的 是 从 点 s 到 该 节点 的 最 短路 长 度 , 因 此 其 标号 不 会 在 以 后 的 迭代 中 再 被 改变 
( 称 为 永久 标号 ); 另 一 类 是 离 起 点 * 较 远 的 节点 ,它们 的 距离 标号 表示 的 只 是 从 点 到 该 节点 
的 最 短路 长 度 的 上 界 , 因 此 其 标号 还 可 能 会 在 以 后 的 迭代 中 再 被 改变 ( 称 为 临时 标号 ). 

算法 的 具体 步骤 如 下 : 


Dijkstra 算法 (计算 正 费用 网 络 G 二 (V,A,W) 的 最 短路 ,起 点 * 的 编号 假定 为 节点 1) 
STEP0 (初始 化 ) 令 S= 杂 ,5S=V 必 一 由 一 0,pred(5) 一 0; 对 六 中 的 节点 j (1 天 >) 令 初始 
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距离 标号 w 二 oo. 

STEP1 如 果 S=V，, 则 w 为 节点 s 到 节点 j 的 最 短路 路 长 (最 短路 可 以 通过 数组 pred 所 
记录 的 信息 反 向 追踪 获得 ), 结束 . 否则 继续 STEP2. 

STEP2 从 S 中 找到 距离 标号 最 小 的 节点 i, 把 它 从 5 删除 ,加 入 S. 对 于 所 有 从 i 出 发 的 弧 
(JEA, 车 忆 之 wi 十 wi , 则 令 大 一 由 十 zw ,pred(j) 二 i. 转 STEP1. 


下 面 说 明 该 算法 的 正确 性 . 我 们 证 明 如 下 结论 : 

引 理 4.1 在 上 述 Dijkstra 算法 中 ， 

(1) 对 于 S 中 的 任 一 节点 j ,其 距离 标号 是 从 起 点 s 到 该 节点 1 的 最 短路 路 长 ; 

(2) 对 于 5 中 的 任 一 节点 j ,其 距离 标号 是 从 起 点 s 出 发 ,只 经 过 S 中 的 节点 到 达 节点 j 
的 最 短路 路 长 . 

显然 ,如 果 以 上 两 个 结论 成 立 , 则 算法 终止 时 ,就 求 到 了 从 起 点 * 到 任意 一 个 节点 j 的 
最 短路 长 . 并 且 ,该 最 短路 可 以 通过 前 趋 标号 (pred) 求 得 (回溯 法 ). 

证 明 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 . 在 算法 开始 时 ,上 述 结论 显然 成 立 . 现在 假设 直到 迭代 
的 第 上 步 ,上 述 结 论 (1),(2) 成 立 . 

在 下 一 步 (第 上 十 1 次 迭代 ),S 中 具有 最 小 标号 的 节点 i 可 以 移 和 人 S 中 ,这 不 会 破坏 结 
论 (1). 也 就 是 说 ,此 时 w 就 是 从 起 点 s 到 该 节点 i 的 最 短路 路 长 . 可 以 如 下 考虑 : 设 节点 
是 5 中 具有 最 小 标号 的 节点 ,考察 任意 一 条 ;i 路 P, 设 PP 经 过 的 5 中 的 第 一 个 节点 为 j, 记 
Pl1 是 P 中 从 起 点 s 出 发 只 经 过 S 中 的 某 些 节点 最 后 到 达 节点 7 的 子路 . 即 j 将 P 分 为 Pl 
和 P2 两 条 子路 (如 图 4. 5) ,根据 归纳 假设 (2) 成 立 ,可 知 P1 的 路 长 为 w. 因为 i 是 5 中 具有 
最 小 标号 的 节点 ,所 以 u, 宇 wu,; 又 由 于 网 络 中 的 所 有 弧 费 用 为 正 数 ,所 以 已 的 路 长 大 于 等 于 
P1 的 路 长 , 即 网 络 中 任意 一 条 si 路 的 路 长 大 于 等 于 4 三 ui. 也 就 是 说 ,ui 是 si 最 短路 , 节 
点 i 可 以 移 人 S 中 ,不 会 破坏 结论 (1). 


图 4.5 Dijkstra 算 法 的 正确 性 证 明 


进一步 分 析 , 当 节点 i 可 以 移入 S 中 以 后 ,对 于 S 中 的 其 他 节点 j ,通过 修改 标号 ,不 会 
破坏 结论 (2). 如 果 从 起 点 s 只 经 过 S 中 的 节点 到 达 节 点 j 的 最 短路 所 经 过 的 S 中 的 最 后 一 
个 节点 是 i, 则 节点 7 的 标号 需要 进行 算法 中 所 示 的 修正 ;否则 ,节点 j 的 标号 不 变 . 口 
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综 上 所 述 , 该 算法 是 正确 的 最 短路 算法 . 
例 4.5 计算 如 下 网 络 (图 4.6 (a)) 中 从 节点 1 到 所 有 其 他 节点 的 最 短路 . 


图 4.6 正 渴 用 网 络 的 最 短路 例子 ( 例 4.5) 


计算 过 程 ( 这 里 没有 详细 给 出 pred 的 修改 过 程 , 请 读者 补 上 ): V 一 {1,2,3,4,5,6} 

开始 时 S=B,5=V={1,2,3,4,5,6} ,wu 二 0,uj 一 co (j 关 DD). 

下 一 步 : 5 二 {1} ,5S 二 {2,3,4,5,6} ,考虑 从 节点 1 出 发 的 弧 : 

w= 十 wis=0 十 6 二 6， 一 十 ws 二 0 十 4 二 4。 
下 一 步 , = {1,3},5={2,4,5,6}) ,考虑 从 节点 3 出 发 的 弧 : 

Ws = 十 wss 二 4 十 2 二 6， ws 二 ww 十 wa 二 4 十 1 二 5. 
下 一 步 : S={1,3,4),5={2,5,6) ,考虑 从 节点 4 出 发 的 弧 : 

wu 一 十 wus 一 5 十 7 一 12. 
下 一 步 : S=={1,3,4,2),5={5,6} ,考虑 从 节点 2 出 发 的 弧 :wu ,us 不 变 . 
下 一 步 ; S={1,3,4,2,5 6) ,考虑 从 节点 5 出 发 的 弧 : 
ws 不 变 ， us 二 us 十 wse 二 6 十 3 二 9。 

下 一 步 : S={1,3,4,2,5,6) 二 V，, 最 后 得 到 的 最 短路 树 形 图 如 图 4. 6(b) 所 示 . 口 

计算 复杂 性 分 析 :该 算法 的 主要 计算 量 在 于 while 循环 (最 多 执行 n 次 ), 它 包括 两 个 过 
程 :节点 寻找 过 程 (从 5 中 找到 距离 标号 最 小 的 节点 i) 和 距离 修改 过 程 (修改 与 节点 i 相 邻 
的 节点 的 距离 标号 ). 

对 于 节点 寻找 过 程 ,第 1 次 循环 时 需要 n 次 比较 操作 ,第 2 次 循环 时 需要 "一 1 次 比较 
操作 ,…… 依 此 类 推 . 因此 ,节点 寻找 过 程 的 复杂 度 为 n 十 (n 一 1) 十 … 十 1 二 OCn?)。 

对 于 距离 修改 过 程 ,注意 到 一 个 节点 只 有 当 它 与 节点 i 相 邻 时 ,其 标号 才 可 能 变更 , 才 
需要 修改 标号 . 每 次 循环 所 需要 修改 标号 的 节点 个 数 最 多 为 da' (让 , 即 节点 i 的 出 弧 数 (出 
度 ). 因此 ,这 一 过 程 的 整体 效应 相当 于 对 每 条 弧 进行 一 次 检查 ,所 以 该 步 的 总 计算 复杂 度 为 
O(m)， 

综 上 所 述 ,该 算法 的 复杂 度 为 OCn? 十 m) 一 DG). 

对 于 稠密 网 络 (m~<n*) ,这 是 求解 最 短路 问题 可 能 达到 的 最 小 的 复杂 度 , 因 为 任何 算法 
都 至 少 必须 对 每 条 弧 考 虑 一 次 . 对 于 稀疏 网 络 (mm 远 远 小 于 到 ) ,利用 各 种 形式 的 堆 (heap)， 
可 以 得 到 Dijkstra 算法 更 有 效 的 实现 方法 ,其 复杂 度 可 以 降 为 O(mlog z),O(m 十 zlog n) 或 
Olm 十 nViog C) ,等 等 (这 里 C 为 网 络 G 中 最 大 弧 ( 按 绝对 值 ) 的 费用 值 ). 
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在 网 络 优化 中 ,一 般 将 这 种 对 节点 赋予 距离 标号 (数值 ) ,并 通过 迭代 过 程 对 距离 标号 进 
行 逐步 修正 的 最 短路 算法 称 为 标号 算法 (labeling algorithm). 标号 算法 中 的 距离 标号 可 以 
分 为 两 类 :一 类 表示 的 已 经 是 最 短路 的 路 长 ,因此 在 以 后 的 迭代 过 程 中 不 再 改变 , 称 为 永久 
标号 ; 另 一 类 表示 的 只 是 最 短路 路 长 的 估计 值 ( 上 界 ), 因 此 在 以 后 的 迭代 过 程 中 可 能 还 会 不 
断 得 到 改进 , 称 为 临时 标号 . 标号 算法 的 目的 就 是 在 算法 结束 时 将 所 有 临时 标号 转变 为 永久 
标号 , 本 节 中 前 面 介 绍 的 求解 无 圈 网 络 的 最 短路 算法 ( 即 求解 方程 (4.8) 的 递 推算 法 ) ,也 可 
以 看 成 是 一 种 标号 算法 . 

求解 最 短路 问题 的 标号 算法 一 般 可 以 分 成 两 类 , 即 所 谓 的 标号 设 定 算法 (label-setting 
algorithm) 和 标号 修正 算法 (label-correcting algorithm). 本 节 中 介绍 的 两 种 标号 算法 有 如 
下 的 共同 特点 :在 通过 迭代 过 程 对 标号 进行 逐步 修正 的 过 程 中 ,每 次 迭代 将 一 个 节点 从 临时 
标号 集合 中 移 人 永久 标号 集合 中 . 这 样 的 标号 算法 称 为 标号 设 定 算法 ,因为 每 次 迭代 可 以 设 
定 一 个 节点 标号 为 永久 标号 .标号 设 定 算法 一 般 只 能 用 来 求解 本 节 中 介绍 的 无 圈 网 络 和 正 
费用 网 络 的 最 短路 问题 . 

对 于 一 般 费 用 网 络 的 最 短路 问题 ,一 般 采用 标号 修正 算法 . 它 每 次 迭代 时 并 不 一 定 将 任何 
节点 标号 从 临时 标号 转变 为 永久 标号 ,也 就 是 说 ,在 中 间 的 迭代 过 程 中 ,只 是 对 临时 标号 进行 
一 次 修正 ,所 有 节点 标号 仍然 都 是 临时 标号 ;只 有 在 所 有 和 迭代 终止 时 ,所 有 节点 标号 同时 转变 
为 永久 标号 . 因此 ,标号 设 定 算法 可 以 看 成 是 标号 修正 算法 的 特例 ,因为 在 算法 终止 之 前 ,任何 
永久 标号 都 可 以 看 成 是 一 种 特殊 的 临时 标号 . 我 们 在 4. 3 节 中 介绍 标号 修正 算法 . 


4.3 一 般 费用 网 络 : 标号 修正 算法 


对 于 一 般 费用 网 络 的 最 短路 问题 ,一般 采 用 标号 修正 算法 . 它 的 基本 思路 是 :在 每 次 迭 
代 过 程 中 ,所 有 节点 的 距离 标号 都 是 临时 标号 . 实际 上 ,每 个 节点 的 距离 标号 表示 的 是 在 一 
定 限制 条 件 下 ,从 起 点 到 该 节点 的 最 短路 的 路 长 . 当 迭 代 终 止 时 ,限制 条 件 被 完全 取消 ,因此 
所 有 节点 标号 同时 转变 为 永久 标号 . 这 一 方法 实质 上 是 采用 逐步 逼近 的 思想 求解 最 短路 方 
程 ,因此 有 时 也 称 为 逐次 通 近 法 (successive approximation). 


4.3.1 Bellman-Ford 算法 


我 们 首先 介绍 Bellman-Ford 算法 ,该 算法 计算 从 起 点 到 所 有 其 他 节点 的 最 短路 . 它 是 最 早 
提出 的 一 种 标号 修正 算法 ,由 Ford 于 1956 年 提出 . 这 一 算法 可 以 用 和 迭代 方程 表示 如 下 ， 

ui" =0, (4.9) 

一 zi i#1, (4. 10) 


WD =min{w® ,mintu® tw}}, 1<kSn—2,1<j<n. (4.11) 
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通过 迭代 求解 上 面 的 方程 ,wu*” 是 第 & 次 选 代 得 到 的 节点 7j(1 科 j 私 办 的 临时 标号 ,最 后 
得 到 的 uw 二 w”” 即 为 从 起 点 s 一 1 到 节点 j(1<j<<n) 的 最 短路 路 长 (永久 标号 ). 在 算法 执 
行 过 程 中 , 与 Dijkstra 算法 中 用 pred 数组 记录 中 间 信 息 类 似 , 还 应 该 记录 相应 的 中 间 信 
息 , 以 便 最 后 确定 最 短路 . 

下 面 证 明 这 一 算法 的 正确 性 . 我 们 首先 证 明 如 下 引 理 . 

引 理 4.2 在 式 (4.9) 一 式 (4. 11) 中 , 临时 标号 wu 是 从 起 点 :二 1 到 节点 j(1<j<<n) 
且 所 经 过 的 弧 数 不 超过 上 条 时 的 最 短路 路 长 . 

证 明 用 归纳 法 证 明 . 上述 结论 对 临时 标号 uw” 显 然 成 立 . 假设 上 述 结论 对 上 成立 ,下 
面 考虑 & 十 1 的 情况 . 

从 起 点 :一 1 到 节点 j(1<j<n) 且 所 经 过 的 弧 数 不 超过 k 十 1 条 时 的 最 短路 有 两 种 可 能 : 
中 如 果 该 最 短路 只 含有 不 超过 上 条 弧 , 则 最 短路 路 长 为 w*. 四 如 果 该 最 短路 含有 十 1 条 
弧 , 设 最 后 一 条 弧 为 (i,7), 则 剩 下 的 子路 正好 含有 A 条 弧 , 子 路 最 短路 路 长 为 ui*, 故 该 最 短 
路 路 长 为 ui* 十 ws. 在 这 两 种 情况 中 取 最 小 值 ,正好 就 是 xj” ,因此 引 理 成 立 . 口 

从 计算 过 程 知道 ,us” 随 着 k 的 增加 是 非 增 的 ,那么 是 否 一 定 在 有 限 步 迭代 后 收敛 呢 ? 
对 于 无 负 有 向 圈 的 网 络 ,最 短路 中 弧 的 条 数 不 超 过 "一 1 条 . 因此 根据 以 上 引 理 , 当 k 宇 n 一 1 
时 一 定 有 xf” 就 是 最 短路 路 长 wj , 即 这 一 算法 一 定 在 "一 1 步 迭代 后 收敛 ,所 以 算法 是 正确 
的 .并且 ,容易 看 出 算法 的 主要 工作 量 是 (4.11) 式 的 循环 迄 代 ,对 给 定 的 和 j，, 只 需 检查 节 
点 了 的 所 有 入 弧 即 可 . 所 以 ,对 给 定 的 上 ,正好 需要 对 网 络 中 的 每 条 弧 检 查 一 次 . 因此 , 算 
法 的 总 复杂 度 为 Olmn). 这 是 复杂 度 相 当 低 的 一 个 强 多 项 式 时 间 算 法 . 

反 过 来 看 ,如 果 地 ” ”尚未 收敛, 即 存在 某 个 节点 了 使 得 ww” 二 wi"”，, 则 说 明 网 络 本 来 
就 含有 负 有 向 圈 . 因此 本 算法 也 可 以 用 于 判断 网 络 是 否 含有 负 有 向 圈 . 

例 4.6 计算 如 下 网 络 (图 4.7 (a)) 中 从 节点 1 到 所 有 其 他 节点 的 最 短路 . 


> 1 


a) 
图 4.7 一 般 费 用 网 络 的 最 短路 例子 ( 例 4.6) 


计算 过 程 (这 里 没有 详细 给 出 确定 最 短路 的 过 程 , 请 读者 补 上 ) : 


i 0D 一 


ui =0, 2 一 1， ui"=5, 区 oo, us =3, 


w=0, wl? =1l, uw?=3, uf?=6, ul?= 


VE 


uw =1, w=3, ul” 


ui? =0, ur =l, w=3, wi?=2, w=—l. 


最 后 得 到 的 最 短路 树 形 图 如 图 4. 7(b) 所 示 . 口 


4.3 一 般 费 用 网 络 : 标号 修正 算法 7 


4.3.2 一 般 的 标号 修正 算法 


根据 定理 4. 1, 对 于 只 含 正 圈 的 连通 有 向 网 络 , 最 短路 的 长 度 可 以 由 最 短路 方程 唯一 确 
定 .但 由 于 根据 最 短路 方程 (4.7) 求 解 w 时 必须 知道 所 有 其 他 节点 i 上 的 ui 值 , 因此 一 般 
情况 下 直接 求解 最 短路 方程 是 相当 困难 的 . 标号 修正 算法 实质 上 是 采用 逐步 逼近 的 思想 求 
解 最 短路 方程 ,也 就 是 要 使 最 后 获得 的 距离 标号 满足 最 短路 方程 . 如 果 当 前 的 距离 标号 不 满 
足 最 短路 方程 ,我 们 就 对 距离 标号 进行 修改 . 因此 ,一 般 的 标号 修正 算法 可 以 如 下 描述 : 


- 般 的 标号 修正 算法 
STEP0 令 距 离 标号 ,二 0， 前 趋 标号 pred(s) 一 0; 对 所 有 其 他 节点 j 令 u, 为 无 穷 大 . 
STEP1 如 果 对 所 有 的 弧 (ij 有 好受 zw 十 zw， 则 结束 ,，uw 就 是 从 起 点 s 到 节点 7 的 最 短路 
长 , 最 短路 可 以 通过 前 趋 标号 (pred) 获 得 . 否则 进行 下 一 步 . 
STEP2 找到 一 条 满足 wj 之 wi 十 wi 的 弧 (i,), 令 .w 二 ui 十 wy，pred(j)=i. 转 STEP1. 


我 们 总 是 假设 网 络 中 没有 负 圈 , 且 所 有 的 权 为 整数 (为 有 理 数 时 也 一 样 ). 由 于 每 次 选 
代 使 得 一 个 节点 的 距离 标号 至 少 减少 1, 因 此 对 每 个 节点 的 距离 标号 的 修正 次 数 不 超 过 
2nC 次 (这 里 C 为 网 络 G 中 最 大 弧 ( 按 绝对 值 ) 的 费用 值 ( 权 )). 因此 ,总 迭代 次 数 不 会 超过 
2mC 次 ,算法 一 定 在 有 限 步 内 结束 . 然而 ,这 种 复杂 度 的 算法 只 是 伪 多 项 式 时 间 算 法 ,而 不 
是 真正 的 多 项 式 时 间 算 法 . 此 外 ,上 面 的 一 般 算法 在 STEP2 中 没有 给 出 任何 一 种 具体 方法 ， 
以 便 找到 一 条 满足 u 记 uw, 十 wy 的 弧 (i, 站 .如 果 每 次 迭代 都 对 所 有 弧 进 行 检查 和 判断 , 则 非 
常 花费 时 间 , 需 要 m 次 操作 ，, 即 算法 的 总 复杂 度 为 O( mn C). " 

一 种 自然 的 想法 是 : 能 否 将 不 满足 ww 三 ui 十 ws 的 弧 (i,j) 记 录 下 来 以便 方 便 地 对 其 
端点 j 的 距离 标号 进行 修正 呢 ? 假设 用 链表 LIST 记录 这 些 弧 , 那么 ,， 当 我 们 每 次 从 中 取出 
一 条 弧 (i 放 并 对 进行 修正 (减少 ) 后 ， 则 从 节点 了 出 发 的 所 有 弧 都 有 可 能 需要 加 和 到 
LIST 中 . 因此 , 实际 上 我 们 记录 下 一 步 需要 修改 标号 的 节点 比 记录 弧 更 方便 . 这 样 得 到 的 
算法 可 以 称 为 改进 的 标号 修正 算法 ， 现 描述 如 下 : 


改进 的 标号 修正 算法 

STEP0 令 LIST={s}, 距离 标号 .二 0, 前 趋 标号 pred(s) 二 0; 对 所 有 其 他 节点 7 令 u 为 
无 穷 大 . 

STEP1 如 果 LIST= 名 , 则 结束 , w 就 是 从 起 点 s 到 节点 j 的 最 短路 长 ,最 短路 可 以 通过 
前 趋 标号 (pred) 回 溯 获 得 . 否则 进行 下 一 步 . 

STEP2 从 LIST 中 删 去 一 个 节点 i, 对 从 i 出 发 的 每 条 弧 (i, 门 判断 是 否 满足 这 wj 十 wj. 
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如 果 是 , 则 令 uw 二 wi 十 ws，pred(j) 一 i, 并 令 LIST 二 LISTU 人 7 . 当 从 i 出 发 的 所 
有 弧 都 检查 完 以 后 , 转 STEP1. 


前 面 已 经 分 析 过 ,对 每 个 节点 的 距离 标号 的 修正 次 数 不 超过 2nC 次 . 因此 ,这 一 算法 的 
总 复杂 度 为 >) (2nC)dr(i) = OCmnC)，, 这 里 d*(i) 表示 节点 i 的 出 度 . 然而 , 这 种 复杂 度 的 
算法 仍然 不 是 真正 的 多 项 式 时 间 算 法 (只 是 伪 多 项 式 时 间 算 法 ). 

但 是 ,可 以 通过 非常 简单 的 实现 技巧 使 得 算法 成 为 多 项 式 时 间 算 法 . 例如 , 在 一 般 的 标 
号 修正 算法 中 , 可 以 首先 对 所 有 弧 给 定 一 个 顺序 , 然后 依次 检查 每 条 弧 (i,j) 并 且 在 必要 时 
对 u, 进行 修正 (减少 ); 当 所 有 弧 均 被 检查 一 遍 以 后 ,再 从 第 1 条 弧 开始 下 一 遍 检查 , 从 计算 
过 程 知道 ,经 过 & 遍 检查 以 后 ,节点 j 所 获得 的 距离 标号 u, 就 是 Bellman-Ford 算法 中 的 
ww ， 即 从 起 点 :三 1 到 节点 j(1<j<n) 且 所 经 过 的 弧 数 不 超过 条 时 的 最 短路 路 长 . 也 就 
是 说 ，Bellman-Ford 算法 正 是 这 样 一 种 特殊 的 实现 方法 . 因此 根据 前 面 讨论 ,这 一 算法 一 定 
在 对 所 有 弧 检查 "一 1 遍 后 收敛. 因此 ,算法 的 总 复杂 度 为 O(mz). 这 是 复杂 度 相当 低 的 一 
个 强 多 项 式 时 间 算法 . 

仔细 分 析 可 以 知道 ,标号 设 定 算法 是 一 般 标号 修正 算法 的 特例 . 实际 上 ,我 们 前 面 介绍 
的 所 有 最 短路 算法 都 是 一 般 标号 修正 算法 的 特例 . 


4.3.3 Floyd-Warshall 算法 


下 面 介 绍 计算 网 络 中 所 有 节点 之 间 的 最 短路 的 算法 . 自然 ,可 以 通过 次 调用 前 面 的 算 
法 来 完成 这 一 任务 , 但 复杂 度 可 能 太 高 . 如 ”次 调用 Bellman-Ford 算法 的 复杂 度 为 
OCn*m). 下面 介绍 Floyd-Warshall 算法 (1962 年 提出 ), 该 算法 计算 网 络 中 所 有 节点 之 间 的 
最 短路 , 复杂 度 为 O(n™). 这 一 算法 可 以 用 和 迭代 方程 表示 如 下 

uy 一 0， 
uM = 天方 (4. 12) 


人 = minfag se 


十 和， 12 


迭代 求解 上 面 的 方程 ，x 史 是 第 
-uy* 即 为 从 节点 i 到 节点 j 的 最 短路 


a 

这 种 算法 可 以 看 成 是 标号 修正 算法 的 一 种 推广 
次 迭代 得 到 的 节点 i,j 的 临时 标号 ,最 后 得 到 的 ww 
路 长 (永久 标号 ). 

下 面 证 明 这 一 算法 的 正确 性 . 我 们 首先 证 明 如 下 引 理 : 

引 理 4.3 在 迭代 方程 (4. 12) 中 , 临时 标号 us 是 不 通过 ,十 1,… sn 节点 (i,j 除外 ) 
时 从 节点 i 到 节点 i 的 最 短路 路 长 . 

证 明 用 归纳 法 证 明 . 上述 结 论 对 临时 标号 us" 显然 成 立 . 假设 上 述 结论 对 成立 ,下 
面 考虑 十 1 的 情况 . 

从 起 点 i 到 节点 7 且 不 经 过 十 1, 二 2,…,n 的 最 短路 有 两 种 可 能 : 外 如 果 该 最 短路 
不 经 过 上 节点 , 则 最 短路 路 长 为 us”. 加 如 果 该 最 短路 经 过 节点, 则 该 最 短路 路 长 为 由 
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节点 分 开 的 两 条 子路 的 最 短路 路 长 之 和 , 即 u 十 zx 各. 在 这 两 种 情况 中 取 最 小 值 , 正 好 就 是 
uy*' ,因此 引 理 成 立 . 口 

根据 以 上 引 理 , 当 >” 十 1 时 一 定 有 uP 就 是 最 短路 路 长 wj，, 即 这 一 算法 一 定 在 步 迭 
代 后 收敛 ,所 以 算法 是 正确 的 . 并 且 , 容 易 看 出 算法 的 主要 工作 量 是 一 个 3 重 循环 ,因此 复杂 
度 为 O(n ). 

反 过 来 看 ,如 果 wy ”尚未 收敛 , 即 存在 某 两 个 节点 i, j 使 得 u5* ”过 uy” 则 说 明 网 
络 本 来 就 含有 负 有 向 圈 . 其 实 , 如 果 网 络 不 含有 负 有 向 圈 , 在 迭代 过 程 中 对 任意 & 应 当 都 有 
uu 名 三 0. 如 果 在 某 次 迭代 发 现 某 个 节点 i 使 得 ws， 二 0, 则 说 明 网 络 含有 负 有 向 圈 . 因此 本 
算法 也 可 以 用 于 判断 网 络 是 否 含有 人 负 有 向 圈 . 

在 算法 的 具体 实施 过 程 中 ,与 Dijkstra 算法 中 用 pred 数组 记录 中 间 信 息 类 似 , 还 应 该 
记录 相应 的 中 间 信 息 , 以 便 最 后 确定 最 短路 . 由 于 要 记录 所 有 节点 之 间 最 短路 的 信息 ， 所 
以 这 里 要 用 一 个 二 维 数组 P= (pi, ),x。. 具体 来 说 , 可 以 用 ps 表示 从 节点 i 到 j 的 当前 最 短 
路 中 第 1 条 弧 的 头 节点 . 最 后 , 可 以 依据 二 维 数组 P, 采用 “ 正 向 追踪 ”的 方式 得 到 最 短路 . 
显然 , 开始 时 py" =j. 算法 可 以 具体 描述 如 下 : 


Floyd-Warshall 算法 

STEP0 k==0. 对 于 所 有 节点 i 和 j, 令 加 "一 大 usn 二 0( 可 以 认为 ws 二 0) ,wu 二 wy (i 关 站 ) 
( 若 节 点 i 和 j 之 间 没 有 弧 , 认为 ws 一 ce) . 

STEP1 =k 十 1. 对 于 所 有 节点 i 和 j ,车 Pu 十 4 扣 , 令 p=p 名 ub'9 ==up; 否 
则 令 p22 三 Pp 这 ,二 uw 入 十 uw， 

STEP2 如 果 上 =n, 结束 ; 否则 转 STEP1. 


例 4.7 计算 如 下 网 络 (图 4.8) 中 所 有 节点 之 间 的 最 短路 . 
记 最 短路 长 矩阵 为 避 , 最 短路 矩阵 为 P, 都 按照 节点 1-2- 
3-4 的 顺序 存放 有 关 信 息 . 


初始 值 为 
ro 4 一 3 oo0 23 4 
co 10 0 3 ee 
| L238 4| 图 4.8 所 有 节点 之 间 最 短 


第 1 次 迭代 后 得 到 (只 有 pss 和 ws 发 生 了 变化 ): 路 的 例子 ( 例 4.7) 


70 第 4 章 最 短路 问题 


I SI 1 
lO es LA | 
0 RS 1 
Sb 2 a 
第 2 次 迭代 后 得 到 (只 有 ps ,pap 和 us ,un ,us 发 生 了 变化 ): 
0 4 3 二 三 
| 让 冯 | 
ra 2 本 本 
8 人 一 下 5 2 
第 3 次 迭代 后 得 到 (只 有 pis ,pe 和 wwun 发 生 了 变化 ): 
Dd wa 0 1 
| = 0 a7 = 4 a 
vs 0 
3 0 0 2 2 
第 4 次 迭代 后 得 到 (只 有 ps ,ps 和 un ,us 发生 了 变化 ): 
(2 em WE 
i |= 00 es et 
BD a 4434 
i 2 2 | 


最 后 得 到 的 最 短路 路 长 可 以 直接 从 U 得 到 . 根据 对 应 的 P”, 最 后 得 到 的 最 短路 为 : 


终 点 1 2 3 4 
1 (1,2) (1,3) (1,3), (3,4) 
2 (2,D) (2.3) (2,3), (3,4) 
起 点 
3 (3,4) ,64,2) ,62,1) (3,4) ,04,2) (3,0) 
4 (4,2) ,02,1) (4,2) (4,2) .2.3) 
练 习 题 


1. 证 明 下 列 说 法 正确 或 给 出 反例 说 明 其 不 成 立 . 

(1) 当 网 络 不 含有 向 圈 时 , 其 最 短路 方程 (Bellman 方程 ) 的 解 唯一 . 

(2) 如 果 有 向 网 络 中 所 有 弧 上 的 权 都 不 相同 , 则 最 短路 树 唯一 . 

(3) 如 果 有 向 网 络 中 所 有 弧 上 的 权 都 是 正 数 , 则 Dijkstra 算法 求 得 的 最 短路 是 所 有 最 
短路 中 包含 弧 数 最 少 的 最 短路 . 
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(4) 如 果 有 向 网 络 中 所 有 弧 上 的 权 都 是 正 数 ， 则 将 所 有 弧 的 方向 去 掉 以 后 ( 即 变 成 为 
无 向 网 络 ), 最 短路 的 路 长 不 会 发 生变 化 . 

(5) 如 果 将 有 向 网 络 中 所 有 弧 上 的 权 同时 增加 个 单位 (之 0)， 则 最 短路 的 路 长 增加 
A 个 单位 的 一 个 整数 倍数 . 

(6) 如 果 将 有 向 网 络 中 所 有 弧 上 的 权 同 时 减少 上 个 单位 (k 二 0),， 则 最 短路 的 路 长 减少 
个 单位 的 一 个 整数 倍数 . 

《7) 如 果 某 无 向 网 络 中 节点 1 到 其 他 各 节点 均 有 唯一 的 最 短路 , 则 连接 节点 1 到 其 他 
各 节点 的 最 短路 在 去 掉 重 复 部 分 后 ,恰好 构成 该 图 的 最 小 树 . 

(8) 不 存在 这 样 的 有 向 网 络 , 它 的 最 短路 树 包含 网 络 中 的 最 大 弧 , 但 不 包含 最 小 弧 . 

2. 试 将 背包 问题 (参见 例 1.7) 转 化 为 最 短路 问题 . 

3. 已 知 某 有 向 网 络 的 弧 长 矩阵 如 下 (空白 元 素 表示 对 应 的 节点 之 间 没 有 连接 弧 )， 计 
算 网 络 中 从 起 点 (节点 1) 到 终点 (节点 7) 的 最 短路 和 路 长 ， 以 及 最 长 路 和 路 长 . 


[D4 35 9 6 
0 一 ! 6 4 dl 
| I 
0 82 8 

| 0 1 6 
。 


| a 
4. 计算 如 图 4. 9 所 示 无 圈 网 络 中 从 节点 1 到 所 有 其 他 节点 的 最 短路 和 路 长 . 
5. 用 Dijkstra 算法 计算 如 图 4. 10 所 示 网 络 中 从 节点 1 到 所 有 其 他 节点 的 最 短路 和 
路 长 . 


图 4.9 第 4 题 图 图 4.10 第 5 题 图 


6. 已 知 某 有 向 网 络 的 弧 长 矩阵 如 下 (空白 元 素 表示 对 应 的 节点 之 间 没 有 连接 弧 )， 用 
Bellman-Ford 算法 计算 网 络 中 从 起 点 (节点 1) 到 所 有 其 他 节点 的 最 短路 和 路 长 . 
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0 4 10 3 ] 
0， 一 1 =3 :2 1 | 
| 9 0 83 2 1| 
4 08 6 3 
1 20 3 -1l 

-1l -1 32 0 
L 4 3 2 ol 


7, 对 第 5,6 题 , 用 Floyd-Warshall 算法 计算 所 有 节点 之 间 的 最 短路 路 长 . 

8. 在 Floyd-Warshall 算法 中 ， 如 何在 求 得 所 有 最 短路 路 长 的 同时 , 得 到 所 有 最 短路 ? 

9. 仿照 将 Bellman-Ford 算法 推广 到 一 般 标号 修正 算法 的 思路 , 将 Floyd-Warshall 算 
法 推广 到 可 以 计算 所 有 节点 间 最 短路 的 一 般 标号 修正 算法 ， 并 分 析 计算 复杂 度 . 

10，6 个 村 庄 之 间 的 道路 和 距离 如 图 4. 11 所 示 . 现 拟 合 建 一 所 小 学 , 已 知 A 村 有 小 学 
生 50 人 ,B 村 40 人 , C 村 60 人 ,DD 村 20 人 ,村 
70 人 ,FF 村 90 人 .小 学 应 建 在 哪 一 个 村 庄 , 可 使 学 
生 上 学 最 方便 ( 即 走 的 总 路 程 最 短 )? 

11. 在 有 向 网 络 中 , 对 于 给 定 的 起 点 和 终点 ,将 
所 有 有 向 路 按照 路 长 非 降 的 顺序 排列 ， 称 处 于 第 A 
个 位 置 的 有 向 路 为 第 k 最 短路 . 试 设计 一 个 算法 , 计 
算 有 向 网 络 的 第 2 最 短路 ,并 分 析 算 法 的 计算 复 
杂 度 . 

12. 在 有 向 网 络 中 , 对 于 给 定 的 起 点 和 终点 ， 如 果 去 掉 一 条 弧 后 使 得 最 短路 的 路 长 严 
格 增加 ， 则 称 该 弧 为 “活跃 弧 ". 去 掉 后 使 得 最 短路 路 长 增加 最 多 的 一 条 弧 称 为 “最 活 唉 
弧 ”, 试 设计 一 个 算法 , 计算 有 向 网 络 的 “最 活跃 弧 ”， 并 分 析 算 法 的 计算 复杂 度 . 

13. 最 短路 的 敏感 性 分 析 :设计 一 个 算法 ， 对 有 向 网 络 的 每 条 弧 上 的 权 计算 一 个 区 间 ， 
使 得 当权 在 该 区 间 内 变化 时 ， 最 短路 树 不 变 . 分 析 算 法 的 计算 复杂 度 . 

14. 考虑 具有 两 个 权 函 数 的 有 向 网 络 :每 条 弧 (i, 力 上 赋予 权 zw 和 cu (cs 宇 0), 并 设 对 
于 该 网 络 的 任意 有 向 圈 Q. 有 》) c， > 0. 试 设计 一 个 算法 , 对 于 给 定 的 数值 a, 判断 该 网 


络 中 是 否 存 在 有 向 圈 Q* ,使 得 了 ) w,/ ca? 并 分 析 算法 的 计算 复杂 度 . 
tapeQ” DEQ” 

15. 考虑 具有 两 个 权 函 数 的 有 向 网 络 :每 条 弧 (i,j) 上 赋予 权 wy 和 ci (cy 之 0). 如 下 的 
问题 称 为 有 约束 的 最 短路 问题 : 给 定数 值 a, 在 按照 权 cy 计算 的 路 长 不 超过 a 的 路 中 , 计 
算 该 网 络 中 某 节点 到 其 他 所 有 节点 按照 权 ws 的 最 短路 . 试 设计 一 个 算法 求解 此 问题 ,并 分 
析 算 法 的 计算 复杂 度 . 


图 4.11 第 10 题 图 
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本 章 讨论 的 最 大 流 问 题 和 下 一 章 将 要 讨论 的 最 小 费用 流 问题 ,都 是 以 网 络 中 的 流 为 研 
究 对 象 的 . 所 谓 网 络 中 的 流 ,其 意义 类 似 于 在 网 络 中 将 一 些 * 物 质 " 从 一 个 节点 沿 着 弧 发 送 
到 另 一 个 节点 .我们 首先 看 下 面 的 例子 : 

假设 从 城市 P 到 城市 Q 的 公路 网 如 图 5. 1 所 示 . 假设 每 段 公路 上 每 天 可 以 通过 的 汽车 
的 数量 有 一 个 上 限 ( 弧 上 用 一 个 数字 表示 , 单位 为 万 
辆 ), 那么 经 过 该 公路 网 , 每 天 最 多 可 以 有 多 少 辆 汽 
车 从 城市 P 开 到 城市 Q? 由 于 考虑 的 是 汽车 从 城市 
P 出 发 到 城市 Q 终止 的 情况 ， 而 不 考虑 汽车 从 城市 
Q 返 回 城市 P 的 问题 , 所 以 图 5. 1 中 没有 画 出 从 城 
市 Q 出 发 或 终止 于 城市 P 的 弧 . 此 外 ,从 图 中 可 以 
看 出 , 城市 A, B,C, D 之 间 的 有 些 道路 是 双向 的 
( 即 图 中 AC 之 间 和 BD 之 间 ). 而 另外 一 些 则 是 单 向 的 . 

可 以 看 出 , 这 一 问题 考虑 的 是 每 天 从 P 到 Q 的 最 大 量 , 这 样 的 问题 在 网 络 优化 中 
称 为 最 大 流 问 题 . 本 章 我 们 首先 介绍 流 网 络 和 网 络 中 的 流 的 基本 概念 , 然后 讨论 最 大 流 问 
题 的 一 些 基本 性 质 和 主要 算法 . 


5.1 最 大 流 问题 的 数学 描述 


5.1.1 网 络 中 的 流 


定义 5.1 在 以 V 为 节点 集 , A 为 弧 集 的 有 向 图 CG=(VY,，A) 上 定义 如 下 的 权 函 数 ， 

(1) 工 :A-~R 为 弧 上 的 权 函 数 , 弧 (i j) EA 对 应 的 权 L Ci 力 记 为 /; ， 称 为 弧 (i 7 的 
容量 下 界 (lower bound)， 

(2) U:A 一 下 为 弧 上 的 权 函 数 , 弧 (i, j)€ A 对 应 的 权 U(i, 力 记 为 zu， 称 为 弧 ( 力 的 
容量 上 界 , 或 直接 称 为 容量 (capacity)# 

(3) D:V 一 RR 为 节点 上 的 权 函 数 , 节点 iEV 对 应 的 权 D(i) 记 为 由, 称 为 节点 宇 的 供需 
量 (supply/demand). 
此 时 所 构成 的 网 络 称 为 流 网 络 , 可 以 记 为 N=(V, 4, L, U, D). 

由 于 本 书 只 讨论 V, A 为 有 限 集合 的 情况 , 所 以 对 于 弧 上 的 权 函 数 L, U 和 节点 上 的 
权 函 数 D, 可 以 直接 用 所 有 弧 上 对 应 的 权 组 成 的 有 限 维 向 量 表示 , 因此 L, U, D 有 时 直接 


几 5.1 最 大 流 问题 的 例子 (公路 网 络 ) 
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称 为 权 向 量 , 或 简称 权 . 由 于 给 定 有 向 图 G 一 (V，A) 后 , 我 们 总 是 可 以 在 它 的 弧 集合 和 节 
点 集合 上 定义 各 种 权 函 数 , 所 以 流 网 络 一 般 也 直接 简称 为 网 络 . 请 读者 注意 , 第 1 章 中 我 们 
用 ad( 让 表示 节点 i 的 度数 , 而 这 里 我 们 用 符号 d; 表示 节点 i 的 供需 量 , 请 不 要 产生 误解 . 

在 流 网 络 中 , 弧 (i, 力 的 容量 下 界 ,和 容量 上 界 ws 表示 的 物理 意义 分 别 是 :通过 该 弧 
发 送 某 种 "物质 "时 ,必须 发 送 的 最 小 数量 为 /, ,而 发 送 的 最 大 数量 为 w. 节点 i EV 对 应 的 
供需 量 d; 则 表示 该 节点 从 网 络 外 部 获得 的 "物质 "数量 (d;0 时 )， 或 从 该 节点 发 送 到 网 络 
外 部 的 “物质 "数量 (d;<0 时 ). 下 面 我 们 给 出 严格 定义 . 

定义 5.2 对 于 流 网 络 N 二 (V, A, L, U，D), 其 上 的 一 个 流 (flow)z 是 指 从 N 的 弧 
集 A 到 R 的 一 个 函数 , 即 对 每 条 弧 (i, j) EA 赋予 一 个 实数 xy( 称 为 弧 (ii 7 的 流量 ). 如 果 
流 z 满足 


Dr Dri=d, VieV， (5.1) 
He nden 
ru, VDEA, (5.2) 


则 称 z 为 可 行 流 (feasible flow). 至 少 存在 一 个 可 行 流 的 流 网 络 称 为 可 行 网 络 (feasible 
network), 约束 条 件 (5. 1) 称 为 流量 守恒 条 件 (也 称 流量 平衡 条 件 ), 约束 条 件 (5. 2) 称 为 容 
量 约束 . 如 果 流 zx 只 满足 约束 条 件 (5.2), 但 不 一 定 满足 约束 条 件 (5. 1), 则 称 x 为 伪 流 
(pseudoflow)， 或 容量 可 行 流 . 

可 见 , 当 尺 二 0 时 , 表示 有 di 个 单位 的 流量 从 网 络 外 部 流 人 该 节点 ,因此 节点 i 称 为 
供应 点 (supply node) 或 源 (source)， 有 时 也 形象 地 称 为 起 始点 或 发 货 点 等 ; 当 d;<<0 时 , 表 
示 有 d 个 单位 的 流量 从 该 节点 流失 到 网 络 外 部 (或 说 被 该 节点 吸收 ), 因此 节点 i 称 为 需求 
点 (demand node) 或 汇 (sink), 有 时 也 形象 地 称 为 终止 点 或 吸收 点 等 ; 当 d, 二 0 时 ,节点 i 称 
为 转运 点 (transshipment node) 或 平衡 点 、 中 间 点 等 . 此 外 , 根据 式 (5. 1) 可 知 , 对 于 可 行 网 
络 , 必 有 

Dad,=0. (5.3) 
全 


也 就 是 说 , 所 有 节点 上 的 供需 量 之 和 为 0 是 网 络 中 存在 可 行 流 的 必要 条 件 . 

例 5.1 在 一 个 有 向 网 络 中 , 令 所 有 弧 上 的 容量 下 界 为 0， 容量 (上 界 ) 为 1, 并 令 图 中 
某 个 节点 * 的 供需 量 为 1,， 某 个 节点 上 的 供需 量 为 一 1, 则 从 * 到 : 的 一 条 有 向 路 正好 对 应 于 
网 络 中 的 一 个 可 行 流 xz( 当 zx; 二 1 时 , 表示 弧 (i 力 位 于 >t 路 上 ,， 当 zy 二 0 时 , 表示 弧 (i， 
让 不 在 st 路 上 ). 实际 上 , 在 第 4 章 的 最 短路 问题 建 模 (4. 1) 一 (4. 3) 中 , 我们 正 是 用 这 样 的 
方式 来 描述 一 条 路 的 . 值得 指出 的 是 ,网 络 中 的 任意 一 个 可 行 流 却 不 一 定 对 应 于 一 条 有 
向 路 . 口 

- 般 来 说 , 我 们 总 是 可 以 把 工夫 0 的 流 网 络 转化 为 二 0 的 流 网 络 进行 研究 (请 读者 思 
考 这 是 为 什么 , 并 尝试 给 出 一 个 证 明 ). 所 以 ,除非 特别 说 明 ， 以 后 我 们 总 是 假设 工 王 0( 即 
所 有 弧 (i, 力 的 容量 下 界 与 二 0)， 并 将 了 一 0 时 的 流 网 络 简 记 为 N 一 (V, A, U，D). 此 时 ， 
相应 的 容量 约束 (5. 2) 为 
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0<zSu, VG DEA. (5. 2a) 
定义 5.3 在 流 网 络 N=(V, A, U, D) 中 , 对 于 流 z, 如 果 
ry—0, VY(i, DEA, 
则 称 z 为 零 流 , 否则 为 非 零 流 . 如 果 某 条 弧 (i, j) 上 的 流量 等 于 其 容量 (zxs 一 us )， 则 称 该 弧 
为 饱和 弧 (saturated arc) ;如 果 某 条 弧 (i, j) 上 的 流量 为 0(zy 二 0)， 则 称 该 弧 为 空 弧 (void 
arc). 
为 了 以 后 讨论 的 需要 , 我 们 下 面 介绍 所 谓 路 流 .图 流 的 概念 ,然后 介绍 流 的 分 解 定理 . 
定义 5.4 ”对 于 给 定 流 网 络 N=(V, A, U, D) 中 的 流 z:A 一 RR， 如果 N 中 存在 一 条 
有 向 路 已 ,使 得 
0<v=r Suw, Vl)EP, 
ry =0, VY(i,)) €A\P, 
则 称 z 为 路 流 (path flow), v 称 为 该 路 流 的 流 值 (流量 ). v0 时 , 称 该 路 流 为 零 路 流 , 否则 
称 为 非 零 路 流 . ' 
同样 , 如 果 N 中 存在 一 个 有 向 圈 W， 使 得 
0<v=r Sw, ViDEW, 
zy =0, Vli,)) €AW, 
则 称 zx 为 圈 流 (cycle flow) ,v 称 为 该 圈 流 的 流 值 (流量 ). v 一 0 时 , 称 该 图 流 为 零 圈 流 ， 否 则 
称 为 非 零 关 流 . 
定理 5.1( 流 的 分 解 定理 , flow decomposition theorem) ”在 流 网 络 N=(V, A, U, DD) 
中 , 任何 一 个 可 行 流 一 定 可 以 表示 为 若干 个 路 流 和 若干 个 圈 流 之 和 , 且 这 些 路 流 和 图 流 满 
足下 列 性 质 : 
(1) 非 零 路 流 对 应 的 有 向 路 从 一 个 源 点 指向 一 个 汇 点 ; 
(2) 至 多 有 m 十 nn 个 路 流 和 图 流 为 非 零 流 , 且 其 中 至 多 有 m 个 圈 流 为 非 零 流 . 
证 明 我 们 给 出 一 个 构造 性 证 明 . 记 可 行 流 为 xz, 设 i。 是 网 络 中 的 一 个 源 点 , 则 存在 
弧 (i, in)EA 使 得 zu 0. 如 果 纪 是 网 络 中 的 一 个 汇 点 , 则 找到 了 一 条 从 一 个 源 点 指向 
一 个 汇 点 的 有 向 路 . 否则 ,从 i 出 发 , 重复 上 述 过 程 ， 直 到 找到 一 个 汇 点 或 再 次 过 到 前 面 
已 经 经 过 的 某 个 节点 时 为 止 ， 即 直到 下 列 两 种 情况 之 一 出 现 为 止 ， 
@ 找到 一 条 从 一 个 源 点 i, 指向 一 个 汇 点 站 的 有 向 路 已 . 此 时 , 定义 
v(P)=min{d;,, —d;, ,min{zxs|(i, DEP)}, 
则 我 们 构造 了 一 个 流 值 为 v(P) 的 非 零 路 流 . 此 时 , 在 网 络 中 重新 定义 
d,s =—=d, —v(P), d;,=d,+v(P), 
zs=xzy—v(P), VY (i, DEP. 
加 找到 一 个 有 向 圈 W. 此 时 , 定义 
vW)=min{zi|(i, EW}, 
则 我 们 构造 了 一 个 流 值 为 v(W) 的 非 零 圈 流 . 此 时 , 在 网 络 中 重新 定义 
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zi=x UW), VY (i, DEW. 

对 重新 定义 的 网 络 , 重复 上 述 过 程 , 直到 所 有 节点 变 成 为 转运 点 (平衡 点 ). 然后 , 对 重 

新 定义 的 网 络 , 我 们 找到 一 个 至 少 有 一 条 出 弧 上 的 流量 为 正 的 节点 , 继续 重复 上 述 过 程 ， 

这 时 只 有 情形 @ 会 出 现 , 即 一 定 获得 一 个 非 零 圈 流 . 重复 上 述 过 程 , 直到 重新 定义 的 流 zx 成 
为 零 流 为 止 . 

从 这 一 构造 过 程 可 以 知道 上 述 过 程 中 所 找到 的 所 有 路 流 和 图 流 的 和 , 等 于 原始 可 行 

流 x. 进一步 ， 当 我 们 找到 一 个 路 流 时 ,总 是 通过 重新 定义 使 得 某 个 节点 的 供需 量 从 非 零 成 

为 零 ， 或 者 使 得 某 条 弧 的 流量 从 非 零 成 为 零 . 当 我 们 找到 一 个 圈 流 时 , 我 们 总 是 通过 重新 


定义 使 得 某 条 弧 的 流量 从 非 零 成 为 零 . 
因此 ， 上述 过 程 找 到 路 流 和 图 流 的 次 数 之 和 不 会 多 于 m 十 n 次, 且 其 中 找到 图 流 的 次 
数 不 会 多 于 m 次. 全 


当 网 络 中 无 源 无 汇 , 即 所 有 节点 都 是 转运 点 , 亦 即 所 有 节点 上 的 供需 量 都 是 0 时 ,该 
网 络 中 的 一 个 可 行 流 称 为 可 行 循环 流 . 对 可 行 循环 流 ， 我 们 可 以 得 到 如 下 推论 ， 

推论 5.1 在 一 个 无 源 光 汇 的 流 网 络 中 ， 一 个 可 行 循环 流 一 定 可 以 表示 为 至 多 mm 个 非 
零 图 流 之 和 . 口 


5.1.2 最 大 流 问 题 


考虑 如 下 流 网 络 N= 二 (V,A,U.D): 节 点 :为 网 络 中 唯一 的 源 点 ,1 为 唯一 的 汇 点 , 而 其 
他 节点 为 转运 点 . 如 果 网 络 中 存在 可 行 流 zx， 此 时 称 流 x 的 流量 (或 流 值 ,flow value) 为 d， 
(根据 式 (5. 3)， 它 自然 也 等 于 一 d), 通常 记 为 v 或 v(x), 即 v=v(x)=d, 二 一 d. 

对 这 种 单 源 单 汇 的 网 络 , 如 果 我 们 并 不 给 定 d, 和 d,( 即 流量 不 给 定 ), 则 网 络 一 般 记 为 
N= 二 (5,trV,A,U) .此 时 ,也 常常 把 容量 可 行 ( 即 满足 式 (5. 2)) 且 转运 点 流量 守恒 的 流 称 
为 st 可 行 流 ， 有 时 为 了 方便 也 称 为 可 行 流 . 最 大 流 问题 (maximum flow problem) 就 是 在 
N=(tV，A.U) 中 找到 流 值 最 大 的 st 可 行 流 ( 即 最 大 流 ). 我 们 后 面 将 会 看 到 , 最 大 流 
问题 的 许多 算法 也 可 以 用 来 求解 流量 给 定 的 网 络 中 的 可 行 流 . 也 就 是 说 ， 当 我 们 解决 了 最 
大 流 问 题 以 后 , 对 于 在 流量 给 定 的 网 络 中 寻找 可 行 流 的 问题 , 通常 也 就 可 以 解决 了 . 

因此 ,用 数学 规划 的 方法 ,最 大 流 问 题 可 以 形式 地 描述 如 下 : 


maxv 
v, i=s 
at DB) rs— 2) 全 1 一 《5.4) 
HG mfes 
0， 大 st 
0 Su, VDEA. (5. 2a) 


定理 5. 2( 整 流 定理 ) 最 大 流 问 题 所 对 应 的 约束 和 矩阵 是 全 勾 模 矩 阵 . 若 所 有 弧 容量 均 
为 正 整数 , 则 问题 的 最 优 解 为 整数 解 . 
证 明 设 节点 的 编号 为 1( 即 *). 2. …, ?一 1. 2 ( 即 2), 弧 表 按 节点 的 字典 序 排列 . 记 
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网 络 的 关联 矩阵 为 B, 并 记 


则 约束 条 件 (5. 4) 为 


即 


引入 松弛 变量 ?， 则 约 东 条件 (5. 2a) 为 
x+y=U. 
因此 , 最 大 流 问题 可 以 用 和 矩阵 形式 表示 为 


maxv 


2 


fn 

| 人 

了 
v20，x, y20, 

其 中 工 和 0 分 别 表 示 相 应 维 数 的 单位 矩阵 和 零 矩阵 . 


因为 关联 矩阵 B 为 全 么 模 和 矩阵 ， 所 以 上 述 线性 规划 问题 的 约束 矩阵 为 全 么 模 和 矩阵 . 
此 ， 当 所 有 弧 容量 均 为 正 整数 时 ,问题 的 最 优 解 为 整数 解 . 口 


5.1.3 增 广 路 定理 
下 面 再 介绍 与 最 大 流 问 题 有 关 的 一 些 基本 概念 和 基本 定理 . 
定义 5.5 设 [S, T] 是 网 络 N 二 (s, t, V, A, U) 中 给 定 的 一 个 割 , 且 s€5, :ET, 则 
称 割 [S, TJ] 为 st 制 . st 割 [S, TT 中 的 弧 (i, 站 (i€E S, jET) 称 为 制 的 前 向 弧 , 弧 (i, j) 
GES，iET) 称 为 割 的 反 向 弧 . st 割 [S, Tj] 的 容量 定义 为 前 向 弧 的 容量 之 和 , 记 为 
U(S, TD= > ui (5.5) 


一 个 网 络 中 容量 最 小 的 *: 割 称 为 最 小 割 . 
引 理 5.1 任意 一 个 st 可 行 流 的 流 值 不 超过 任意 一 个 *: 割 的 容量 . 
证 明 设 x 为 一 个 st 可 行 流 , LS, T] 为 一 个 st 割 , 则 由 式 (5.4) 有 


un) 一 >) (Dr 一 忆 ) 


ES jev 
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= (x5 — x5)+ DD) zs — zi) 


ES ES ES ET 


< zi (因为 zx; 之 0) 


< us (因为 zs 过 ws) 


因此 引 理 成 立 . EJ] 
从 这 一 证 明 过 程 同时 可 以 看 出 , 任意 一 个 st 可 行 流 的 流 值 等 于 任意 一 个 s-t 割 的 所 有 
前 向 弧 的 流量 之 和 减 去 所 有 后 向 弧 的 流量 之 和 . 进一步 ， 如 果 存 在 一 个 可 行 流 的 流 值 等 于 
一 个 st 割 的 容量 , 则 该 可 行 流 为 最 大 流 , 该 st 割 为 最 小 割 . 
定义 5.6 设 x 是 流 网 络 N 二 (s, t, V, A,U) 中 给 定 的 可 行 流 , P 是 一 条 s-t 路 , 则 PP 
中 满足 下 列 两 个 条 件 之 一 的 弧 (i， 让) 称 为 增 广 弧 (augmenting arc) : 
(1) 弧 (i 力 是 己 的 前 向 弧 ( 即 (it, j)EP* ) 且 为 不 饱和 弧 ( 即 zj 到 ww ); 或 
(2) 弧 (i, 力 是 已 的 反 向 弧 ( 即 (i, j))EP- ) 且 为 非 空 弧 ( 即 zi 过 0). 
如 果 己 中 的 弧 都 是 增 广 弧 ， 则 称 P 为 关于 流 x 的 增 广 路 , 简称 增 广 路 (augmenting path)， 
引 理 5.2 如果 对 于 一 个 可 行 流 存在 增 广 路 , 则 该 可 行 流 不 是 最 大 流 . 
证 明 设 P 为 关于 可 行 流 x 的 一 条 增 广 路 , 令 


A=min| min {(w—xs), min {zs}), 
lo pept ti DeP 


则 A>0. 于 是 , 可 以 构造 一 个 新 的 可 行 流 如 下 (这 一 过 程 称 为 流 的 增 广 ): 
{zst+A, (i, EP:, 
w=1zs—A, (i, EP-, 
En (i, DEP. 
则 x 也 是 可 行 流 , 且 v(x ) 二 v(x) 十 A>v(x). 故 x 不 是 最 大 流 . 口 
上 面 证 明 实际 上 是 一 个 构造 性 证 明 , 从 可 行 流 x 和 增 广 路 P 构造 可 行 流 x' 的 过 程 称 为 
对 x 关于 PP 的 增 广 (augmentation), 或 说 x' 是 x( 关 于 已 ) 的 增 广 . 
定理 5.3( 增 广 路 定理 ) 一 个 可 行 流 为 最 大 流 的 充 要 条 件 是 不 存在 增 广 路 . 
证 明 ”必要 性 可 以 由 前 面 的 引 理 直接 得 到 . 下 面 证 明 充分 性 . 
假设 流 网 络 N=(s, t, V, A, U) 中 不 存在 关于 可 行 流 x 的 增 广 路 , 记 网 络 中 从 * 出 发 
沿 增 广 弧 可 以 到 达 的 节点 集合 为 S, 令 T=V\S, 则 s€ 5, :ET, 即 [S, T] 为 st 割 . 并且， 
对 于 A 中 的 任意 弧 (i, j) ,如果 它 是 该 st 割 的 前 向 弧 , 则 zw 二 us ;如 果 它 是 该 st 割 的 后 
向 弧 , 则 zy 二 0. 
于 是 利用 前 面 引 理 5. 1 证 明 中 的 中 间 结 果 有 
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Vx) 一 > > (x — zx) 


‘ES JET 


= Du 


=U(S, T). 
因此 , [S, 本 为 最 小 割 , x 为 最 大 流 . | 
上 面 的 证 明 过 程 实际 上 说 明了 如 果 网 络 中 存在 最 大 流 , 则 最 大 流 的 流 值 等 于 最 小 割 的 
容量 . 本 章 后 面 介绍 的 算法 可 以 说 明 最 大 流 一 定 存 在 并 且 实 际 上 找到 最 大 流 , 因此 可 以 得 
到 如 下 的 最 大 流 最 小 割 定理 . 
定理 5.4( 最 大 流 最 小 割 定理 ) 最 大 流 的 流 值 等 于 最 小 割 的 容量 . 口 


5.2 增 广 路 算法 


5.2.1 Ford-Fulkerson 标号 算法 


从 5.1 节 可 以 知道 , 最 大 流 问 题 可 以 用 线性 规划 来 描述 , 因此 可 以 用 一 般 的 线性 规划 
算法 来 求解 .但 考虑 到 问题 的 特殊 性 , 我 们 可 以 有 更 有 效 的 算法 . 

根据 增 广 路 定理 , 为 了 得 到 最 大 流 ,我们 可 以 从 任何 一 个 可 行 流 开始 , 沿 增 广 路 对 流 
进行 增 广 ,直到 网 络 中 不 存在 增 广 路 为 止 . 这 样 的 算法 称 为 增 广 路 算法 . 问题 的 关键 在 于 如 
何 有 效 地 找到 增 广 路 ,并 保证 算法 在 有 限 次 增 广 后 一 定 终止 . 本 节 首 先 介 绍 Ford 和 
Fulkerson 于 1956 年 提出 的 标号 算法 , 该 算法 的 思想 是 通过 一 个 标号 过 程 来 寻找 网 络 中 的 
增 广 路 , 对 每 个 节点 j， 其 标号 包括 两 部 分 信息 (pred(j)，maxf(j)) :该 节点 在 可 能 的 增 广 
路 中 的 前 一 个 节点 pred(j)， 以 及 沿 该 可 能 的 增 广 路 到 该 节点 为 止 可 以 增 广 的 最 大 流量 
maxf(7). 

算法 的 具体 步骤 如 下 : 


Ford-Fulkerson 标号 算法 ( 求 网 络 N= 二 (s, *， V, A, U) 中 的 最 大 流 x) 
STEP0 ”局 初始 可 行 流 x( 如 零 流 ); 对 节点 上 标号 ， 即 令 maxf(1) 二 任意 正 值 (如 1). 
STEP1 若 maxf(:) 过 0, 继续 下 一 步 ; 否 则 停止 , 已 经 得 到 最 大 流 , 结束. 
STEP2 取消 所 有 节点 jE€V 的 标号 , 即 令 maxf(j) 二 0, pred(j) 一 0; 令 LIST 一 {s} 对 节 
点 s 标 号, 即 令 maxf(s) 一 充分 大 的 正 值 . 
STEP3 如果 LIST 承 ZB 且 maxf(:) 一 0, 继续 下 一 步 ;否则 : 
STEP3.1 如 果 t 已 经 有 标号 ( 即 maxf(1) 二 0), 则 找到 了 一 条 增 广 路 , 沿 该 增 广 
路 对 流 x 进行 增 广 ( 增 广 的 流量 为 maxf(:), 增 广 路 可 以 根据 pred 回 
溯 方 便 地 得 到 ), 转 STEP1. 
STEP3.2 ”如果 :没有 标号 ( 即 LIST=Z 且 maxf(z) 一 0), 转 STEP1. 
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STEP4 从 LIST 中 移 走 一 个 节点 i; 寻 找 从 节点 i 出 发 的 所 有 可 能 的 增 广 弧 : 
STEP4.1 对 非 饱 和 前 向 弧 (i 7), 若 节 点 j 没 有 标号 ( 即 pred(j) 二 0), 则 对 j 进 
行 标号 , 即 令 max{f(j) 二 min{maxf(i), wj 一 zy}, pred(j) 二 i, 并 将 j 
加 入 LIST 中 . 
STEP4.2 对 非 空 反 向 弧 (71, 丫 , 车 节点 7 没有 标号 ( 即 pred(j) 二 0), 则 对 j 进行 
标号 , 令 maxf()) 二 min{maxf(i)， x }， pred(j) 二 i, 并 将 7 加 入 
LIST 中 . 


STEP5 转 STEP3. 


算法 的 正确 性 与 计算 复杂 性 :从 算法 的 过 程 可 以 看 出 ,只 要 网 络 中 存在 增 广 路 ,算法 就 
- 定 能 找到 增 广 路 . 因此 , 标号 算法 终止 时 , 网 络 中 一 定 不 再 含有 增 广 路 , 根据 增 广 路 定 
理 , 该 算法 就 求 到 了 最 大 流 . 那么 , 该 算法 是 否 一 定 在 有 限 步 内 终止 呢 ? 如 果 弧 上 的 容量 
可 以 是 无 理 数 ,可 以 举 出 例子 说 明 标 号 算法 不 一 定 在 有 限 步 内 终止 ;并 且 ， 这 一 增 广 路 算法 
的 极限 过 程 得 到 的 流 的 流 值 即 使 收敛 , 也 不 一 定 收敛 到 最 大 流 ( 参 见 本 章 练习 题 20). 如 果 
所 有 弧 上 的 容量 都 是 正 整数 ,根据 整流 定理 ， 最 大 流 v 也 是 整数 . 实际 上 , 由 于 割 [{(*}， 
V\{s)] 中 前 向 弧 的 条 数 最 多 为 n 条 , 因此 最 大 流 v 的 上 界 为 nU(U 表示 网 络 中 弧 上 的 最 大 
容量 ). 由 于 每 次 增 广 至 少 使 得 流 值 增加 1 个 单位 , 因此 增 广 的 次 数 不 会 超过 v 次 ， 算 法 一 
定 在 有 限 步 内 终止 . 此 外 ,由 于 每 次 增 广 最 多 需要 对 所 有 弧 检查 一 遍 ,， 因此 算法 的 复杂 度 
为 OCmv)，, 或 表示 为 O(mnU). 可 见 , 这 一 算法 只 是 伪 多 项 式 时 间 算 法 , 而 不 是 多 项 式 时 间 
算法 

例 5.2 用 Ford-Fulkerson 算法 计算 如 下 网 络 中 的 最 大 流 , 每 条 弧 上 的 两 个 数字 分 别 
表示 容量 和 当前 流量 (图 5. 2(a)). 

第 1 次 增 广 : 

(1) 从 * 一 1 开始 标号 , 检查 节点 1 相关 的 弧 发 现 (1,3) 和 (1, 4) 为 不 饱和 前 向 弧 ， 因 
此 节点 3 和 4 获得 标号 . 此 时 LIST 二 13, 4), 节点 3 的 标号 为 (1，1), 节点 4 的 标号 为 
CI 

(2) 从 LIST 中 取 节 点 3, 检查 节点 3 相关 的 弧 发 现 没 有 不 饱和 前 向 弧 或 非 空 反 向 弧 ， 
继续 从 LIST 中 取 节 点 4, 检查 节点 4 相关 的 弧 发 现 有 不 饱和 前 向 弧 (4，5), 因此 节点 :二 5 
获得 标号 . 此 时 LIST= {4). 节点 5 的 标号 为 (4, min{1, 3})==(4, 1). 

(3) 由 于 节点 ! 二 5 获得 标号 , 已 经 找到 一 条 增 广 路 , 因此 进行 增 广 . 增 广 后 网 络 上 的 
流 如 图 5. 2(b) 所 示 . 

第 2 次 增 广 : 

(4) 从 * 一 1 开始 标号 , 检查 节点 1 相关 的 弧 发 现 (1， 3) 为 不 饱和 前 向 弧 , 因此 节点 3 
获得 标号 . 此 时 LIST={ 节点 3 的 标号 为 (1, 1). 

(5) 从 LIST 中 取 节 点 3. 检查 节点 3 相关 的 弧 发 现 弧 (3,， 4) 为 非 空 反 向 弧 ， 因 此 节点 
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图 5.2 Ford-Fulkerson 标号 算法 的 例子 ( 例 5.2) 


4 获得 标号 . 此 时 LIST= {4}, 节点 4 的 标号 为 (3, min{1, 3))==(3, 1). 

(6) 从 LIST 中 取 节 点 4， 检查 节点 4 相关 的 弧 发 现 有 不 饱和 前 向 弧 (4，5)， 因 此 节点 
1 二 5 获得 标号 , 此 时 LIST 一 ft)， 节 点 5 的 标号 为 (4, min{1, 3 一 1)) 一 (4，1). 

《7) 由 于 节点 :二 5 获得 标号 , 已 经 找到 一 条 增 广 路 , 因此 进行 增 广 . 增 广 后 网 络 上 的 
流 如 图 5.2(c) 所 示 . 

此 时 网 络 中 不 存在 增 广 路 , 已 经 得 到 最 大 流 , 流 值 为 4. 加 


5.2.2 残 量 网 络 


下 面 介绍 如 何 克 服 Ford-Fulkerson 标号 算法 的 缺点 , 更 有 效 地 找到 增 广 路 . 我 们 首先 
定义 网 络 关于 流 的 残 量 网 络 (residual network, 又 常 称 为 增 量 网 络 或 辅助 网 络 ). 我 们 在 本 
章 后 面 进行 算法 复杂 度 分 析 时 ,讨论 中 总 是 假定 原 网 络 满足 这 样 的 性 质 : 弧 (i,j)) EA 时， 
弧 (j,i) EA. 这 只 要 允许 容量 为 0 的 弧 仍 然 保 留 在 网 络 中 就 可 以 了 . 因此 在 复杂 度 上 不 会 有 
本 质 的 区 别 . 

定义 5.7 对 网 络 N=(s, 1, V, 4A, U) 中 给 定 的 *: 可 行 流 x, 网 络 N 关于 流 x 的 残 
基 网 络 N (x) 二 (3, 4,V A(x), U(x)), 其 中 U(x) 定 义 如 下 : 

w(x)=w zytr (i, EA (5.6) 
其 中 w(x) 称 为 统 (i, 力 上 的 残留 容量 (residual capacity). 残 量 网 络 中 的 弧 集 A(x) 定 义 为 
{C7 us (x)>0}. 
实际 上 是 给 出 了 残 量 网 络 的 构造 方法 . 根据 定义 . 可 以 得 到 残 量 网 络 与 原 网 


这 一 
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络 中 的 流 之 间 的 关系 :如 果 v" 是 原 网 络 中 的 最 大 流 , 则 残 量 网 络 N(x) 中 的 最 大 流 为 v* 
—v(x). 

例 5.3 在 如 下 的 流 网 络 N 中 (如 图 5. 3(a) 所 示 ), 每 条 弧 上 的 两 个 数字 分 别 表示 容量 
和 当前 流量 . 其 残 量 网 络 N(x) 如 图 5. 3(b) 所 示 . 口 


(b) Nm 


图 5.3 残 量 网 络 的 例子 ( 例 5. 3) 


于 是 , 对 于 N(x) 中 的 任何 一 个 st 有 向 路 P, 它 一 定 对 应 于 原 网 络 N 中 的 一 条 增 广 
路 , 即 可 以 通过 沿 P 对 当前 流 x 进行 增 广 , 获得 流 值 更 大 的 st 可 行 流 y. 为 了 方便 , 我 们 
也 直接 称 残 量 网 络 中 的 st 有 向 路 为 增 广 路 . 沿 已 可 以 增 广 的 最 大 流量 等 于 己 中 所 有 弧 上 
的 残留 容量 中 的 最 小 值 , 我 们 称 该 最 小 值 为 P 的 残留 容量 . 


5.2.3 最 大 容量 增 广 路 算法 


Ford-Fulkerson 标号 算法 每 次 只 是 在 所 有 增 广 路 中 随便 地 找 一 条 进行 增 广 ,因此 增 广 
的 次 数 可 能 很 多 . 一 个 自然 的 想法 是 : 如 果 每 次 都 找 一 条 增 广 容量 最 大 的 增 广 路 , 则 总 的 增 
广 次 数 应 当 减少 . 这 样 的 算法 称 为 最 大 容量 增 广 路 算法 . 

前 面 说 过 ,如 果 vw 是 原 网 络 中 的 最 大 流 , 则 残 量 网 络 N(x) 中 的 最 大 流 为 v* 一 v(x). 
根据 流 的 分 解 定理 , 在 残 量 网 络 中 可 以 找到 不 超过 m 条 从 源 点 到 汇 点 的 有 向 路 ( 增 广 路 )， 
使 得 其 残留 容量 之 和 为 w 一 v(x). 因此 , 残 量 网 络 N(x) 中 的 最 大 容量 增 广 路 的 残留 容量 
不 会 小 于 Gv" 一 v(x))/m. 

现在 考虑 从 可 行 流 x 开始 的 连续 2m 次 最 大 容量 增 广 . 如 果 每 次 增 广 的 流量 都 不 小 于 
(v' 一 v(x))/(2m)， 则 2m 次 增 广 后 一 定 已 经 达到 了 最 大 流 ;如 果 某 次 增 广 的 流量 小 于 
(vw' 一 v(x))/(2m), 则 说 明 此 时 残 量 网 络 中 的 最 大 流 小 于 (v" 一 v(x))/2. 因此 , 每 经 过 连 
续 2m 次 最 大 容量 增 广 , 残 量 网 络 中 的 最 大 容量 增 广 路 的 残留 容量 至 少 下 降 一 半 . 由 于 任何 
增 广 路 的 残留 容量 不 会 超过 U(U 表示 网 络 中 弧 上 的 最 大 容量 ) 且 至 少 为 1( 这 里 假设 只 考 
虑 整数 容量 网 络 ), 因此 最 多 经 过 O(2mlog U) = 二 OCmlog U) 次 最 大 容量 增 广 , 一 定 已 经 达 
到 了 最 大 流 . 

可 见 , 最 大 容量 增 广 路 算法 将 总 的 增 广 次 数 从 Ford-Fulkerson 标号 算法 的 O(nUD 降 
为 了 O(mlog U) 次 , 因此 是 一 种 多 项 式 时 间 算 法 . 但 由 于 每 次 需要 在 残 量 网 络 中 寻找 最 大 
容量 增 广 路 ,因此 每 次 增 广 的 时 间 花 费 增加 了 . 下 面 我 们 介绍 一 个 算法 ,其 增 广 次 数 也 是 
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O(mlog U) 次 , 而 且 每 次 在 残 量 网 络 中 寻找 增 广 路 的 时 间 花 费 也 很 低 . 


5.2.4 ”容量 变 尺度 算法 


为 了 使 总 的 增 广 次 数 减少 容量 变 尺度 算法 每 次 都 找 一 条 增 广 容量 “充分 大 ”的 增 广 
路 , 但 不 一 定 最 大 . 为 此 , 引入 如 下 概念 . 

对 网 络 N=(s, t,，V，A, U) 中 给 定 的 st 可 行 流 x, 网 络 N 关于 流 x 的 4- 残 量 网 络 
N(x，A) 是 其 残 量 网 络 N(x) 的 子 网 络 , 它 由 残留 容量 不 小 于 A 的 弧 组 成 . 

可 见 , 对 于 整数 st 网 络 ,N(x, 1) 二 N(x). 在 N(x, A) 中 , 每 次 增 广 的 流量 至 少 为 A. 
我 们 从 A 二 24%W1 开 始 ,每 经 过 一 定 次 数 的 增 广 后 将 4 的 值 减少 一 半 , 直到 A 一 1. 即 算法 为 ， 


容量 变 尺度 算法 

STEP0 ” 置 初始 可 行 流 x( 如 零 流 );A 一 2 

STEP1 车 A<1, 结束 , 已 经 得 到 最 优 解 ;否则 进行 下 一 步 . 

STEP2 构造 仿 残 量 网 络 N (x, A). 

STEP3 若 N(x, A) 不 存在 st 路 , 继续 下 一 步 ;否则 从 N(x, A) 找 到 一 条 st 路 P, 沿 P 
对 当前 流 进行 增 广 , 并 重复 STEP3. 

STEP4 A=A/2; 转 STEP1. 


复杂 度 分 析 :4 的 值 总 共有 O(log U) 种 取 法 , 我 们 下 面 说 明 在 给 定 的 A 下 ,最 多 执行 
2m 次 增 广 . 由 于 在 2 人 A- 残 量 网 络 中 的 最 大 流 不 会 超过 2mA. 因为 A- 残 量 网 络 中 的 增 广 路 的 
容量 至 少 为 A, 因此 增 广 次 数 不 会 超过 2m. 

因此 , 算法 总 的 增 广 次 数 是 Olmlog U) 次 , 而 每 次 增 广 路 的 查找 可 以 采用 前 面 介绍 的 
标号 算法 ， 即 复杂 度 为 Ol(m). 因此 , 算法 总 复杂 度 为 OCm? log U). 


5.3 最短 增 广 路 算法 


与 最 大 容量 增 广 路 算法 对 称 , 一 个 自然 的 想法 是 :如 果 每 次 都 找 一 条 包含 弧 数 最 少 的 
增 广 路 ( 称 为 最 短 增 广 路 ), 则 算法 效果 如 何 ? 这 样 的 算法 称 为 最 短 增 广 路 算法 (可 见 , 这 种 
算法 也 是 一 种 增 广 路 算法 ). 可 以 证 明 , 最 短 增 广 路 算法 最 多 经 过 Olmn) 次 增 广 后 终止 . 对 
于 这 个 特殊 的 最 短路 问题 , 我 们 可 以 很 容易 构造 最 短路 算法 在 O(m) 的 时 间 内 找到 一 条 最 
短 增 广 路 (例如 可 以 采用 从 节点 s 或 1 开始 的 广度 优先 搜索 方法 , 请 读者 思考 ), 因此 这 种 
实现 方法 的 复杂 度 为 Ol(m*n). 利用 特殊 的 标号 过 程 , 实际 上 可 以 在 O(n) 的 平均 时 间 内 找 
到 一 条 最 短 增 广 路 . 进一步 , 利用 更 为 复杂 的 数据 结构 , 可 以 在 O(log n) 的 平均 时 间 内 找到 
一 条 最 短 增 广 路 . 因此 , 这 些 实现 方法 的 复杂 度 分 别 为 OCmm?) 和 OCmnlog n). 从 目前 已 有 
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的 理论 分 析 和 计算 经 验 来 看 ， 最 短 增 广 路 算法 是 所 有 增 广 路 算法 中 效果 最 好 的 算法 ， 因 此 
本 节 对 复杂 度 为 O(mze ) 的 算法 进行 详细 介绍 . 下 面 我 们 首先 介绍 在 本 节 以 及 后 续 几 节 中 
极为 重要 的 一 个 概念 :距离 标号 . 


5.3.1 距离 标号 


定义 5.8 ”对 于 一 个 残 量 网 络 N(x), 如 果 一 个 函数 d 将 节点 集合 V 映射 到 非 负 整数 
集合 , 则 称 d 是 关于 残 量 网 络 N(x) 的 距离 函数 (distance function), d( 让 称 为 节点 i 的 距 
离 标号 (distance label). 如 果 距 离 函 数 d 满足 : 

(1) d() =0, 

(2) 对 N(x) 中 的 任意 一 条 弧 (i, 力 有 d(Dd( 站 十 1， 
则 称 距离 函数 d 关于 流 x 是 有 效 的 (valid), 或 称 距离 标号 是 有 效 的 . 如 果 任 意 一 个 节点 的 
距离 标号 正好 等 于 残 量 网 络 中 从 该 节点 到 汇 点 (节点 四 的 所 有 有 向 路 中 弧 数 最 少 的 有 向 路 
所 包含 的 弧 数 ( 当 令 所 有 弧 的 长 度 为 1 时 , 这 就 是 从 该 节点 到 汇 点 的 最 短路 路 长 , 因此 后 面 
直接 称 为 最 短路 路 长 ), 则 称 距离 函数 d 关于 流 x 是 精确 的 (exact), 或 称 距离 标号 是 精 
确 的 . 

此 外 ， 如 果 对 N(x) 中 的 某 一 条 弧 (i, 站 有 d( 丫 ==d( 站 十 1,， 则 称 弧 (i, 7 ) 为 允许 弧 
ible arc). 一 条 st 有 向 路 如 果 完 全 由 允许 弧 组 成 ， 则 该 有 向 路 称 为 允许 路 
(admissible path). 

例 5.4 假设 残 量 网 络 如 图 5. 4 所 示 , 节点 旁边 的 数值 表示 距离 标号 , 节点 1 为 源 s，5 
为 汇 4. 则 图 5.4(a) 中 的 标号 是 有 效 的 , 图 5.4(b) 中 的 标号 是 精确 的 . 天 | 


(admi 


(b) 
图 5.4 距离 标号 的 例子 ( 例 5. 4) 


根据 以 上 定义 ,可 以 得 到 以 下 结论 . 

引 理 5.3 若 距 离 函 数 d 是 有 效 的 , 则 : 

(1) di) 是 残 量 网 络 N(x) 中 从 节点 i 到 节点 1 的 最 短 有 向 路 路 长 的 下 界 . 

(2) 如 果 d(s) 宇 n, 则 残 量 网 络 N(x) 中 从 节点 s 到 节点 上 没有 有 向 路 ( 增 广 路 ). 

(3) 允许 路 是 残 量 网 络 N(x) 中 的 最 短 增 广 路 . EE 
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对 于 一 个 残 量 网 络 N(x), 如 何 确定 其 精确 的 距离 标号 呢 ? 我 们 可 以 从 汇 点 (节点 ) 开 
始 , 对 N(x) 沿 反 向 弧 进行 广度 优先 搜索 ,确定 每 个 节点 的 精确 的 距离 标号 . 这 一 过 程 的 复 
杂 度 为 O(m). 可 以 看 出 , 一 个 节点 的 精确 的 距离 标号 实际 上 表示 的 是 从 该 节点 到 汇 点 ( 节 
点 四) 的 最 短路 路 长 , 也 就 是 说 对 所 有 节点 按照 最 短路 路 长 进行 了 层次 划分 


5.3.2 最 短 增 广 路 算法 


最 短 增 广 路 算法 每 次 都 找 一 条 最 短 增 广 路 , 即 残 量 网 络 N(x) 中 的 允许 路 进行 增 广 . 基 
于 距离 标号 , 具体 算法 可 以 描述 如 下 : 


最 短 增 广 路 算法 

STEP0( 预 处 理 ) 置 初始 可 行 流 x 为 零 流 ;计算 精确 的 距离 函数 d; 令 当前 节点 i==s。 

STEP1 若 d(s)<n, 继续 下 一 步 ; 否 则 结束 , 已 经 得 到 最 优 解 x. 

STEP2 如果 存在 节点 守 的 某 条 出 弧 (i， j) 为 允许 弧 ， 则 转 3 否则 转 STEP4. 

STEP3 令 pred() 一 再 令 / 一 人， 则 找到 了 一 条 增 广 路 , 进行 增 广 , 修改 残 量 网 
络 , 并 令 当 前 节点 i 二 s. 转 STEP1. 

STEP4 ”修改 标号 (重新 标号 ): 当 {(i, j) EACx)|u (x) 之 0} 隆 多时, 令 d( 让 =min{d(j) 
十 11(i, 站 EA(x) 且 w(x) 记 0}, 否则 令 d( 让 ==n; 且 当 i 关 ; 时 再 令 i 二 pred (站). 
转 STEP1. 


和 


STEP3 表示 从 当前 节点 沿 一 条 允许 弧 “前 进一步 到 下 一 个 节点 ， 因 此 可 以 称 为 “前 进 
步 ”;STEP4 前 半 部 分 表示 当 没 有 从 当前 节点 i 出 发 的 允许 弧 时 要 修改 标号 , 如 果 此 时 残 基 
网 络 中 没有 从 节点 i 出 发 的 弧 , 则 表明 节点 i 再 也 不 可 能 出 现在 任何 st 增 广 路 中 , 所 以 可 
以 令 d( 让 =n. STEP4 后 半 部 分 表示 当当 前 节点 i 关 s 时 * 回 退 ” 一 步 , 因此 可 以 称 STEP4 中 
当 i 考 s 时 所 进行 的 操作 为 “ 回 退 步 ". 为 了 说 明 算 法 确实 是 正确 的 , 我 们 首先 证 明 一 些 基本 
的 结论 . 

引 理 5.4 在 最 短 增 广 路 算法 的 执行 过 程 中 , 距离 标号 始终 保持 是 有 效 的 . 

证 明 采用 归纳 法 证 明 . 在 预 处 理 阶段 , 构造 的 距离 标号 是 有 效 的 . 我 们 只 需要 证 明 算 
法 的 一 次 增 广 操作 和 一 次 重新 标号 操作 不 会 改变 距离 标号 的 有 效 性 . 

一 次 沿 允 许 路 的 增 广 操作 可 能 引起 的 残 量 网 络 的 弧 的 变化 只 有 两 种 情况 :允许 路 上 的 
弧 (i, 力 可 能 退出 残 量 网 络 ， 这 不 会 影响 (i, j) 弧 的 端点 上 的 距离 标号 的 有 效 性 ;此 外 ， 
(ji, 丫 弧 可 能 进入 残 量 网 络 , 由 于 (i, 力 弧 是 允许 弧 , 因此 d( 店 ==d( 站 十 1, 所 以 d( 站 二 
d( 让 一 1<d(i), 这 也 不 会 影响 (j, 丫 弧 的 端点 上 的 距离 标号 的 有 效 性 . 因此 算法 的 一 次 增 
广 操作 不 会 改变 距离 标号 的 有 效 性 . 

设 一 次 对 节点 i 的 重新 标号 操作 将 d ( 丫 修 改 为 d (让 =min{d(j)+1|(i, 站 EA(x) 且 
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us (Xx) 之 0}. 显然 , 这 不 会 破坏 任意 的 (i, 轧 弧 的 端点 上 的 距离 标号 的 有 效 性 . 由 于 重新 标号 
时 节点 i 在 残 量 网 络 中 没有 允许 弧 , 也 就 是 说 对 于 任意 的 (i, 7) 弧 满足 4(i)<<d(j) 十 1. 央 
此 d'( 让 >d(i), 即 标号 严格 增加 . 对 于 任意 的 (j, 门 弧 ,，d( 站 才 d( 让 十 1<d'( 让 十 1, 因此 
也 不 会 破坏 任意 的 (j, 店 弧 的 端点 上 的 距离 标号 的 有 效 性 . 故 算法 的 一 次 重新 标号 操作 不 
会 改变 距离 标号 的 有 效 性 . 口 

由 于 距离 函数 是 有 效 的 , 算法 结束 时 残 量 网 络 N(x) 中 从 节点 s 到 节点 上 没有 允许 路 ， 
即 残 量 网 络 中 不 存在 增 广 路 , 所 以 算法 确实 求 到 了 最 大 流 . 

例 5.5 用 最 短 增 广 路 算法 计算 网 络 图 5. 5(a) 中 的 最 大 流 ( 弧 上 数字 表示 容量 ). 


图 5.5 最 短 增 广 路 算法 的 例子 ( 例 5. 5) 


为 了 直观 , 我 们 直接 把 节点 的 距离 标号 d(i) 标 在 节点 i 旁边. 首先 进行 预 处 理 , 得 到 残 
量 网 络 图 5. 5(b)， 当 前 节点 为 ;二 1. 

从 1 出 发 ， 找 到 允许 路 (1, 3)，(3，4). 增 广 4 个 单位 流量 ， 得 到 残 量 网 络 图 5. 5(c). 

重新 从 1 出 发 ， 找 到 允许 路 (1,， 2)，(2,，4). 增 广 1 个 单位 流量 ,得 到 残 量 网 络 图 5. 5(d). 

重新 从 1 出 发 ， 找 到 部 分 允许 路 (1，2), 但 节点 2 出 发 没有 允许 弧 . 因此 将 节点 2 的 标 
号 修改 为 2, 并 退回 一 步 ， 即 回 到 节点 1. 但 节点 1 出 发 没有 允许 弧 ， 因 此 将 节点 1 的 标号 
修改 为 3. 

继续 从 1 出 发 , 找到 允许 路 (1, 2)，(2, 3), (3, 4). 增 广 1 个 单位 流量 , 得 到 残 量 网 络 
图 5.5(e). 

重新 从 1 出 发 , 找 不 到 允许 路 , 因此 按照 算法 应 当 将 节点 1 的 标号 进行 修改 . 但 残 量 网 
络 中 从 1 出 发 的 弧 为 空 集合 , 我 们 不 妨 令 节 点 1 的 标号 为 4， 得 到 残 量 网 络 图 5. 5(f). 

此 时 算法 结束 , 得 到 最 大 流 流 值 为 6. 口 
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5.3.3 复杂 度 分 析 


为 了 分 析 算法 的 计算 复杂 人 性 , 我 们 首先 必须 确定 算法 的 一 些 具体 实现 细节 . 在 算法 的 
每 次 迭代 中 , 我 们 要 从 一 个 节点 出 发 找到 从 该 节点 出 发 的 一 条 允许 弧 (或 证 明 从 该 节点 出 
发 不 存在 允许 弧 ). 一 般 可 以 采用 当前 弧 (currentarc) 数 据 结构 , 即 对 每 个 节点 i, 算法 用 链 
表 A( 让 记录 该 节点 出 发 的 所 有 弧 ， 这 些 弧 的 顺序 可 以 任意 , 但 一 旦 确定 以 后 在 算法 执行 过 
程 中 就 不 再 改变 . 对 每 个 节点 i, 用 一 个 指针 指向 下 一 条 将 要 被 检索 的 弧 ,， 这 条 弧 称 为 当前 
弧 . 算法 开始 时 ， 当 前 弧 为 Ai 中 的 第 一 条 弧 . 在 查找 从 该 节点 出 发 的 允许 弧 时 ,总 是 从 当 
前 弧 开始 判别 :如 果 当 前 弧 是 允许 弧 , 则 返回 这 条 弧 ;否则 令 A(i) 中 的 下 一 条 弧 为 当前 弧 . 
如 此 下 去 ,直到 找到 一 条 允许 弧 或 判别 完 A(i) 的 最 后 一 条 弧 为 止 . 可 以 看 出 ,如果 A(iD 中 
的 一 条 弧 在 以 前 的 和 迭代 中 不 是 允许 弧 ， 则 在 节点 i 的 标号 改变 之 前 它 仍然 不 是 允许 弧 ( 请 
读者 作为 练习 完成 其 证 明 ), 因此 ,如 果 判 别 完 A(z) 的 最 后 一 条 弧 仍然 没有 找到 允许 弧 , 则 
说 明 A( 站 中 不 存在 允许 弧 ; 这 时 , 算法 必须 执行 对 该 节点 的 重新 标号 操作 ,并 重 置 该 节点 
的 当前 弧 为 ACiD 中 的 第 一 条 弧 . 由 于 对 节点 i 的 一 次 检查 和 一 次 重新 标号 操作 分 别 需 要 对 
A( 站 检索 一 饥 ， 因 此 复杂 度 为 O(|A(i) 1). 这 样 我 们 得 到 如 下 结论 . 

引 理 5.5 在 最 短 增 广 路 算法 的 执行 过 程 中 ,如 果 每 个 节点 的 重新 标号 操作 不 超过 
次 , 则 算法 查找 允许 弧 和 重新 标号 操作 的 总 复杂 度 为 O( 2 | AGD) |)= Om). | 


例 5.6 假设 从 节点 1 出 发 的 弧 为 A(1) 二 {(1, 2), (1， 
3),，(1,4), (1,5), (1, 6)), 如 图 5.6 所 示 . 弧 上 的 数值 表示 
残留 容量 , 节 边 的 数值 表示 距离 标号 . 初始 化 时 当前 弧 
为 (1，2). 由 于 它 不 是 允许 弧 (因为 残留 容量 为 零 , 所 以 可 以 
认为 它 根本 不 属于 当前 的 残 量 网 络 ), 令 当前 弧 为 (1，3). 由 
于 它 仍然 不 是 允许 弧 ,， 令 当前 弧 为 (1， 4), 它 是 一 条 允许 弧 ， 
并 继续 保持 为 当前 弧 . 口 图 5.6 当前 弧 结构 ( 例 5. 6) 

下 面 我 们 再 证 明 其 他 一 些 有 用 的 引 理 . 

引 理 5.6 如果 算法 对 任何 节点 最 多 进行 次 重新 标号 , 则 算法 最 多 km/2 次 使 网 络 
中 的 弧 饱 和 ( 即 弧 上 的 残留 容量 减少 为 零 ). 因此 ,最 短 增 广 路 算法 最 多 执行 km/2 次 增 广 . 

证 明 首先 证 明 在 对 弧 (i, j) 进 行 的 两 次 连续 的 并 使 之 饱和 的 增 广 之 间 ， 其 两 个 端点 
的 距离 标号 都 至 少 增加 了 2 个 单位 . 在 前 一 次 增 广 时 , 由 于 弧 (i, 力 是 允许 弧 , 因此 距离 标 
号 d 满足 4(i)=d(j) 十 1. 在 后 一 次 增 广 之 前 , 必须 有 一 定 的 流量 沿 弧 (j 丫 增 广 过 . 沿 弧 
(J, 门 增 广 时 弧 (j, 丫 是 允许 弧 ， 因此 距离 标号 d "满足 4(j) 二 d'( 站 十 1. 在 后 一 次 增 广 之 
时 , 由 于 弧 (i, 让 是 允许 弧 , 因此 距离 标号 满足 d”( 站 一 d"(j) 十 1. 由 于 距离 标号 是 非 降 
的 , 于 是 有 
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dD=d (+12d())+1=d’(i))+22d(i)+2, 
A DFd (=d (Dd) +1l2dd) +1=d()) +2. 

如 果 算 法 对 任何 节点 最 多 进行 次 重新 标号 , 则 算法 对 任何 弧 最 多 执行 kh/2 次 使 之 人 
和 的 增 广 . 所 以 对 于 所 有 弧 而 言 , 算法 最 多 执行 km/2 次 使 之 饱和 的 增 广 . 由 于 每 次 增 广 至 
少 使 一 条 弧 饱 和 ,因此 最 短 增 广 路 算法 最 多 执行 km/2 次 增 广 . 口 

引 理 5.7 最 短 增 广 路 算法 在 执行 过 程 中 ,最 多 使 每 个 节点 的 标号 增加 次. 因此 ， 最 
短 增 广 路 算法 最 多 执行 mm/2 次 增 广 . 

证 明 最短 增 广 路 算法 在 执行 过 程 中 , 每 次 对 一 个 节点 的 重新 标号 操作 使 得 该 节点 的 
标号 增加 至 少 一 个 单位 . 因此 对 一 个 节点 的 标号 增加 次 后 , 其 标号 将 至 少 为 x, 此 时 它 不 
会 再 出 现在 任何 增 广 路 中 ,因此 算法 不 再 选择 它 探索 允许 路 . 所 以 ,最短 增 广 路 算法 在 执行 
过 程 中 ,最 多 使 每 个 节点 的 标号 增加 n 次 . 因此 ,对 所 有 节点 的 重新 标号 操作 不 超过 nn?。 

因此 ,最 短 增 广 路 算法 最 多 执行 mm/2 次 增 广 . 口 

此 外 ,该 引 理 说 明 , 算法 对 所 有 节点 的 重新 标号 操作 不 超过 到 次 . 

定理 5.5 ”最 短 增 广 路 算法 的 复杂 度 为 OCTzm). 

证 明 每 个 节点 的 重新 标号 操作 不 超过 nn 次 ,所 以 算法 查找 允许 弧 和 重新 标号 操作 的 
总 复杂 度 为 O(nm). 由 于 每 次 增 广 的 复杂 度 为 O(n)，, 因此 增 广 花费 的 总 时 间 为 O(n?m). 由 
于 每 次 回 退 操作 对 一 个 节点 重新 标号 , 因此 算法 执行 回 退 的 次 数 为 O(n*). 综 上 所 述 , 最 短 
增 广 路 算法 的 复杂 度 为 O(n*m). 口 


5.4 一 般 的 预 流 推 进 算法 


5.4.1 一 般 的 预 流 推进 算法 


增 广 路 算法 的 固有 缺陷 在 于 它 找到 增 广 路 以 后 需要 马上 沿 增 广 路 对 流 进行 增 广 ,而 每 
一 次 增 广 可 能 需要 对 最 多 "一 1 条 弧 操 作 , 因此 每 一 次 增 广 复杂 度 为 0C(n). 在 有 些 情况 下 ， 
这 是 极其 浪费 时 间 的 . 看 下 面 一 个 极端 的 例子 . 

例 5.7 如 图 5.7 所 示 的 网 络 中 , * 一 1,t 一 20. 弧 (1,2),(2,3),…,(8,9) 上 的 容量 充分 
大 (如 等 于 10), 所 有 其 他 弧 (节点 9 的 出 弧 和 节点 20 的 入 弧 ) 上 的 容量 均 为 1. 无 论 采 用 何 
种 增 广 路 算法 ， 都 会 找到 10 条 增 广 路 ,每 条 路 长 为 10, 容量 为 1. 因此 , 总 共 需 要 10 次 增 
广 , 每 次 增 广 1 个 单位 , 需要 对 10 条 弧 进行 操作 . 然而 , 10 条 增 广 路 中 的 前 9 个 节点 (前 8 
条 弧 ) 是 完全 一 样 的 ,能 否 直 接 将 前 8 条 弧 的 流量 增 广 10 个 单位 , 而 只 对 后 面 长 为 2 的 不 
同 的 有 向 路 单独 操作 呢 ? 这 样 可 以 节省 许多 计算 时 间 . 这 就 是 预 流 推进 算法 (preflow push 
algorithm) 的 思想 . 也 就 是 说 ， 预 流 推进 算法 关注 于 对 每 一 条 弧 的 操作 和 处 理 ， 而 不 必 一 次 
一 定 处 理 一 条 增 广 路 . 口 

一 般 把 沿 一 条 弧 进行 流量 增 广 的 基本 操作 称 为 一 次 推进 (push). 在 推进 过 程 中 , 流 一 
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G) 
© 
四 


图 5.7 增 广 路 算法 的 一 个 极端 例子 ( 例 5.7) 


定 满足 容量 约束 (5. 2a), 但 一 般 不 满足 流 重 平衡 方程 (5. 4)， 因 此 只 是 一 个 伪 流 . 此 外 ， 从 

每 个 节点 ( 除 s, ! 外 ) 流 出 的 流 生 之 和 总 是 小 于 等 于 流 人 该 节点 的 流量 之 和 , 我 们 称 这 样 的 

伪 流 为 预 流 (preflow). 这 就 是 这 类 算法 称 为 预 流 推进 算法 的 原因 . 下 面 首 先 给 出 预 流 的 严 

定义 5.9 流 网 络 N= 二 (s,4,V,A,U) 上 的 一 个 预 流 x 是 指 从 N 的 弧 集 A 到 实数 集合 R 
的 一 个 函数 , 使 得 对 每 个 节点 i 都 满足 如 下 条 件 : 

ed) 0, iz¥s,4, (5.7) 

0<r<u, VY(i,))€A, 《5.8) 


其 中 ec( = 多 zi 一 多 riCViEV), 称 为 预 流 x 在 节点 ; 上 的 赢 余 (excess).e(i) > 


0 的 节点 i(i 关 $s ) 称 为 活跃 的 (active). 

对 流 网 络 N==(s,4,V,A.U) 上 的 一 个 预 流 x， 如 果 存 在 活跃 节点 , 则 说 明 该 预 流 是 不 
可 行 的 , 预 流 推进 算法 就 是 要 选择 活路 节点, 并 通过 把 一 定 的 流量 推进 到 它 的 邻居 (回忆 第 
1 章 中 对 邻居 的 定义 , 即 如 果 统 (i, j) EA, 我 们 称 j 是 i 的 一 个 邻居 )， 尽 可 能 地 将 正 的 赢 
余 减 少 为 0. 如 果 当 前 活跃 点 有 多 个 邻居 , 那么 首先 推进 到 哪个 邻居 呢 ? 由 于 算法 最 后 的 目 
的 是 尽 可 能 将 流 推进 到 汇 (节点 ), 因此 算法 总 是 首先 寻求 把 流量 推进 到 它 的 邻居 中 距离 
节点 上 最 近 的 节点 . 由 于 每 个 节点 的 距离 标号 可 以 表示 其 与 节点 ! 的 距离 ,因此 算法 总 是 将 
流量 沿 着 允许 弧 推进 . 如 果 当 前 活跃 点 出 发 没有 允许 弧 ， 则 增加 该 节点 的 距离 标号 ,使 得 
从 当前 活跃 点 出 发 至 少 含有 一 条 允许 弧 . 

下 面 给 出 一 般 的 预 流 推进 算法 的 基本 框架 : 
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一 般 的 预 流 推进 算法 

STEP0( 预 处 理 ) 置 初始 可 行 流 x 为 零 流 ;对 节点 s 的 每 条 出 弧 (5 力 令 x, 二 ws ;对 任意 的 
iEV 计算 精确 的 距离 标号 d (i); 令 d(s) 二 n. 

STEP1 如果 残 量 网 络 中 不 存在 活跃 节点 , 结束, 已 经 得 到 最 优 解 ; 否 则 继续 . 

STEP2 在 网 络 中 选取 活路 节点 i; 如果 存 在 节点 i 的 菜 条 出 弧 (i, 7 为 允许 弧 ， 则 将 
min{e( 让 ,ws (x)}) 个 单位 的 流 从 节点 i 推进 到 节点 j; 否 则 令 d( 让 二 min{d( 站 十 
1|(i, DEA(x)E u(x)>0). 转 STEP1. 


可 见 , 算法 的 每 次 迭代 是 一 次 推进 操作 (STEP2 的 前 面部 分 ) 或 者 一 次 重新 标号 操作 
(STEP2 的 后 面部 分 ). 对 于 推进 操作 ,如 果 推 进 的 流量 等 于 弧 上 的 残留 容量 , 则 称 为 饱和 
推进 (saturating push), 否则 称 为 非 饱和 推进 (nonsaturating push). 当 算法 终止 时 , 网 络 中 
不 含有 活路 节点, 因此 只 有 节点 s, t 的 赢 余 为 非 零 数 . 所 以 , 此 时 得 到 的 预 流 实际 上 已 经 是 
一 个 可 行 流 . 又 由 于 在 算法 预 处 理 阶段 已 经 令 距 离 标 号 d(s) 三 n, 而 距离 标号 在 计算 过 程 中 
不 会 减少 , 因此 算法 在 计算 过 程 中 可 以 保证 网 络 中 永远 不 会 有 增 广 路 存在 . 根据 增 广 路 定 
理 , 算法 终止 时 一 定 得 到 了 最 大 流 . 

例 5.8 用 预 流 推进 算法 计算 如 图 5. 8 网 络 (a) 中 的 最 大 流 ( 弧 上 数字 表示 容量 ). 

节点 :=1, :一 4， 因 此 只 有 节点 2 和 节点 3 可 以 是 活跃 节点 .为 了 直观 , 我 们 直接 把 节 
点 的 赢 余 e(i)( 第 1 个 数字 ) 和 距离 标号 d(i) (第 2 个 数字 ) 标 在 节点 i 旁边 . 

首先 进行 预 处 理 ， 得 到 残 量 网 络 (b). 

此 时 节点 2，3 都 是 活路 节点 . 假设 选择 节点 2, 沿 弧 (2, 4) 推 进 1 个 单位 流量 , 得 到 残 
量 网 络 (c). 

此 时 节点 2, 3 仍然 都 是 活跃 节点 .假设 继续 选择 节点 2, 由 于 没有 从 节点 2 出 发 的 允 
许 弧 ,所 以 将 节点 2 的 标号 修改 为 2. 

此 时 节点 2，3 仍然 都 是 活跃 节点 . 假设 选择 节点 3, 沿 弧 (3, 4) 推 进 4 个 单位 流量 , 得 
到 残 量 网 络 (d). 

此 时 只 有 节点 2 是 活跃 节点 . 沿 弧 (2，3) 推 进 2 个 单位 流量 ， 得 到 残 量 网 络 (e). 

此 时 只 有 节点 3 是 活路 节点 . 沿 统 (3, 4) 推 进 1 个 单位 流量 , 得 到 残 量 网 络 (f). 

此 时 只 有 节点 3 是 活 牙 节 点 . 由 于 没有 从 节点 3 出 发 的 允许 弧 ， 所 以 将 节点 3 的 标号 
修改 为 3. 

此 时 只 有 节点 3 是 活路 节点 . 沿 弧 (3， 2) 推 进 1 个 单位 流量 , 得 到 残 量 网 络 (g). 

此 时 只 有 节点 2 是 活路 节点 . 由 于 没有 从 节点 2 出 发 的 允许 弧 ， 所 以 将 节点 2 的 标号 
修改 为 4. 

此 时 只 有 节点 2 是 活路 节点. 沿 弧 (2, 3) 推 进 1 个 单位 流量 , 得 到 残 量 网 络 (h). 

此 时 只 有 节点 3 是 活跃 节点 . 由 于 没有 从 节点 3 出 发 的 允许 弧 ， 所 以 将 节点 3 的 标号 
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图 5.8 预 流 推进 算法 的 例子 ( 例 5. 8) 


修改 为 5. 

此 时 只 有 节点 3 是 活跃 节点 . 沿 弧 (3，1) 推 进 1 个 单位 流量 ,得 到 残 量 网 络 (i). 

此 时 没有 活跃 节点 ， 算 法 结束 , 得 到 最 大 流 如 图 (j). 最 大 流 流 值 为 6. 口 
5.4.2 复杂 度 分 析 


我 们 首先 证 明 一 些 基本 的 结论 . 

引 理 5.8 在 预 流 推进 算法 的 执行 过 程 中 , 距离 标号 始终 保持 是 有 效 的 . 

证 明 采用 归纳 法 证 明 . 在 预 处 理 阶 段 , 构造 的 距离 标号 是 有 效 的 . 我 们 只 需要 证 明 算 
法 的 一 次 推进 操作 和 一 次 重新 标号 操作 不 会 改变 距离 标号 的 有 效 性 . 

一 次 沿 人 允许 弧 (7， 力 弧 的 推进 操作 可 能 引起 的 残 量 网 络 的 弧 的 变化 只 有 两 种 情况 : (i， 


92 第 5 章 最 大 流 问 题 


力 弧 可 能 退出 残 量 网 络 ( 侈 和 推进 )， 这 不 会 影响 (i, 妃 弧 的 端点 上 的 距离 标号 的 有 效 性 ， 
(j, 门 弧 可 能 进入 残 量 网 络 , 由 于 (i, 力 弧 是 允许 弧 ,因此 d( 让 二 d(j) 十 1, 所 以 d0) 一 
4d( 让 一 1<d( 让 ,这 也 不 会 影响 (i, 力 弧 或 (0)，i 弧 的 端点 上 的 距离 标号 的 有 效 性 . 因此 算法 
的 一 次 推进 操作 不 会 改变 距离 标号 的 有 效 性 . 

设 一 次 对 节点 i 的 重新 标号 操作 将 d (让 修改 为 4"( 让 =min{d( 站 二 1|(i, 站 EA() 且 
us (xz) 之 0}. 显然 , 这 不 会 破坏 任意 的 (i, 力 弧 的 端点 上 的 距离 标号 的 有 效 性 . 由 于 重新 标号 
时 节点 i 在 残 量 网 络 中 没有 允许 弧 , 也 就 是 说 对 于 任意 的 (i, 力 弧 满足 d(DD<<d(07) 十 1. 因 
此 qd (i)>>d(i), 即 标号 严格 增加 . 对 于 任意 的 (j, 门 颖 ,，d( 站 性 d( 让 十 1<d'( 让 十 1, 因此 
也 不 会 破坏 任何 (j, 店 弧 的 端点 上 的 距离 标号 的 有 效 性 . 故 算法 的 一 次 重新 标号 操作 不 会 
改变 距离 标号 的 有 效 性 . 口 

引 理 5.9 在 预 流 推进 算法 的 执行 过 程 中 , 在 残 最 网 络 上 ， 从 任何 一 个 活路 节点 到 源 
点 :都 存在 一 条 有 向 路 . 

证 明 ”对 于 任何 一 个 预 流 x 有 e(s)0, e( 让 宇 0(i 关 5). 根据 流 的 分 解 定理 , x 在 原 网 
络 N 中 一 定 可 以 分 解 为 一 系列 路 流 和 圈 流 之 和 , 并 且 这 些 路 流 总 是 从 * 到 1 或 一 个 活跃 节 
点 .由 于 任何 圈 流 以 及 从 s 到 : 的 路 流 不 会 使 得 任何 节点 ii 天 *，4) 产 生 赢 余 ， 因 此 对 于 活 
路 节点 i, x 在 原 网 络 N 中 分 解 的 路 流 一 定 有 一 个 是 从 s 到 活路 节点 i. 于 是 , 在 残 贡 网络 


中 ,一定 有 一 条 从 i 到 节点 的 有 向 路 . 口 
引 理 5.10 在 预 流 推进 算法 的 执行 过 程 中 , d(i) 二 2n. 因此 , 修改 距离 标号 的 总 次 数 
不 超过 2m. 


证 明 ” 当 算法 最 后 一 次 对 节点 i 进行 重新 标号 时 ,前 面 的 引 理 表明 一 定 有 一 条 从 i 到 
节点 * 的 有 向 路 . 由 于 该 有 向 路 最 多 包含 n 一 1 条 弧 , 并 且 d(s)==n, 因此 d( 让 <d(s)+n 
—1<2n. 

于 是 , 算法 对 每 个 节点 i 修改 距离 标号 的 次 数 不 超 过 2n, 对 所 有 节点 修改 距离 标号 的 
总 次 数 不 超 过 2n*， 口 

为 了 分 析 算 法 的 计算 复杂 性 , 我 们 首先 必须 确定 算法 的 一 些 具体 实现 细节 . 在 算法 的 
每 次 迭代 中 , 我 们 要 找到 一 个 活跃 节点 ,然后 找到 从 该 节点 出 发 的 一 条 允许 弧 ( 或 证 明 从 
该 节点 出 发 不 存在 允许 弧 ). 找到 一 个 活路 节点 比较 容易 ,我 们 只 要 在 算法 中 使 用 一 个 链表 
LIST 记录 所 有 活路 节点 , 每 次 从 中 取出 一 个 即 可 ,因此 每 次 迭代 找到 一 个 活跃 节点 的 复 
杂 度 为 O(1). 

为 了 找到 从 一 个 活跃 节点 出 发 的 一 条 允许 弧 (或 证 明 从 该 节点 出 发 不 存在 允许 弧 ), 与 
5. 3. 3 节 一 样 , 可 以 采用 当前 弧 (current-arc) 数 据 结构 . 这 样 我 们 仍然 得 到 如 下 结论 : 

引 理 5.11 在 预 流 推进 算法 的 执行 过 程 中 , 如果 每 个 节点 的 重新 标号 操作 不 超过 
次 , 则 算法 查找 允许 弧 和 重新 标号 操作 的 总 复杂 度 为 O( Dk | AG2) |)= OCbm). 口 

a 


下 面 我 们 再 证 明 其 他 一 些 有 用 的 引 理 . 
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引 理 5. 12 ”如 果 算 法 对 任何 节点 最 多 进行 上 次 重新 标号 , 则 算法 最 多 执行 km/2 次 饱 
和 推进 . 因此 ， 预 流 推进 算法 最 多 执行 wm 次 饱和 推进 . 
证 明 首先 证 明 在 对 弧 (i, j) 进 行 的 两 次 连续 的 饱和 推进 之 间 , 其 两 个 端点 的 距离 标 
号 都 至 少 增加 了 2 个 单位 . 在 前 一 次 饱和 推进 时 ,由 于 弧 (i, 力 是 允许 弧 , 因此 距离 标号 d 
满足 4d( 让 二 d(j) 十 1. 在 后 一 次 饱和 推进 之 前 , 必须 有 一 定 的 流量 沿 弧 (j, 丫 推 进 过 . 沿 弧 
(J, 站 推进 时 弧 (j, 站 是 允许 弧 , 因此 距离 标号 d' 满 足 4'(j) 一 d( 让 十 1. 在 后 一 次 饱和 推进 
之 时 , 由 于 弧 (i, 7 是 允许 弧 ,因此 距离 标号 d" 满 足 4”(i) 二 4 (j) 十 1. 由 于 距离 标号 是 非 
降 的 , 于 是 有 
dD=4 (+12d (+1=d (i)+22d(i) +2, 
d (2d (j))=d’ (Dd)+1l2d()+1=d()+2. 
如 果 算法 对 任何 节点 最 多 进行 次 重新 标号 , 则 算法 对 任何 弧 最 多 执行 /2 次 饱和 推 
进 . 所 以 对 于 所 有 弧 而 言 , 算法 最 多 执行 km/2 次 饱和 推进 . 因此 , 预 流 推 进 算法 最 多 执行 
nm 次 饱和 推进 . 口 
引 理 $. 13 ” 预 流 推 进 算法 最 多 执行 O(n*m) 次 非 饱 和 推进 . 
证 明 令 了 是 所 有 活跃 节点 的 集合 , 更 Za 显然 , 算法 开始 时 ( 预 处 理 以 后 )， 


过 2m* (因为 所 有 的 距离 标号 均 不 超过 2n); 算法 结束 时 ， 二 0. 在 算法 对 活跃 节点 i 操作 
的 过 程 中 , 有 3 种 可 能 : 

(1) 算法 没有 找到 允许 弧 ， 进 行 一 次 重新 标号 操作 . 也 就 是 说 ,节点 i 的 标号 增加 e 宇 1 
个 单位 , 由 此 引起 的 多 的 增加 至 多 为 e 个 单位 . 因为 所 有 的 距离 标号 均 不 超过 2n, 因此 整 
个 算法 由 于 重新 标号 操作 引起 的 @ 的 增加 至 多 为 2n: 个 单位 . 

(2) 算法 找到 允许 弧 (i, j)， 进行 一 次 饱和 推进 操作 . 此 时 ,节点 7 可 以 从 非 活路 节点 
变 成 为 活跃 节点 , 且 节 点 i 可 能 仍 保持 为 活跃 节点 . 因此 , 由 此 引起 的 @ 的 增加 至 多 为 
d(j)2n 个 单位 . 因为 所 有 的 饱和 推进 不 超过 mn 次 , 因此 整个 算法 由 于 饱和 推进 操作 引 
起 的 更 的 增加 至 多 为 2mnm 个 单位 . 

(3) 算法 找到 允许 弧 (i， 刀 ,进行 一 次 非 饱 和 推进 操作 . 此 时 ,节点 了 可 以 从 非 活跃 节 
点 变 成 为 活路 节点, 但 节点 i 一 定 转变 为 非 活 路 节点 . 因此 , 由 此 引起 的 @ 的 减少 至 少 为 
d (让 一 4d(j)=1 个 单位 . 

以 上 分 析 表 明 , 整个 算法 过 程 中 @ 的 增加 值 最 大 不 超过 27 十 2 十 2mn? 二 OCn*m) 个 
单位 . 由 于 中 永远 是 非 负 的 , 且 算 法 结束 时 B= 二 0, 因此 预 流 推进 算法 最 多 执行 O(n?m) 次 
非 饱 和 推进 . 口 

定理 5.6 一般 的 预 流 推进 算法 的 计算 复杂 度 为 OCOzm). 

证 明 根据 前 面 的 引 理 , 所 有 查找 允许 弧 和 重新 标号 操作 可 以 在 O(nm) 时 间 内 完成 . 
此 外 , 算法 最 多 进行 O(n*m) 次 推进 操作 ,由 于 每 次 推进 操作 可 以 在 O(1) 时 间 内 完成 ， 
此 一 般 的 预 流 推进 算法 的 计算 复杂 度 为 OCn*m). 口 
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5.5 最 高 标号 预 流 推进 算法 


5.5.1 最 高 标号 预 流 推进 算法 


第 1 个 预 流 推进 算法 是 由 Karzanov 于 1974 年 提出 的 , 复杂 度 为 O(nw*), 这 在 当时 的 
所 有 算法 中 是 复杂 度 最 低 的 多 项 式 时 间 算 法 . 但 当时 的 算法 采用 的 工具 不 是 距离 标号 , 而 
是 分 层 网 络 的 概念 . 距离 标号 可 以 看 成 是 分 层 网 络 概念 的 推广 , 基于 这 一 概念 ,20 世纪 80 
年 代 末 、90 年 代 初 人 们 提出 了 一 般 的 预 流 推进 算法 和 大 量 的 具体 实现 方案 . 下 而 我们 具体 
地 介绍 其 中 一 种 在 大 最 实际 计算 中 被 认为 是 最 有 效 的 实现 方案 , 它 被 称 为 最 高 标号 预 流 推 
进 算法 (highest-label preflow-push algorithm), 是 由 Goldberg 和 Tarjan 于 1986 年 提出 来 
的 ，Cheryian 和 Maheshwari 于 1989 年 证 明 其 复杂 度 为 O(n?m”). 

在 一 般 的 预 流 推进 算法 中 , 每 当选 定 了 一 个 活跃 节点 后 ， 如果 执 行 的 是 一 次 饱和 推 
进 , 则 该 节点 仍然 是 活跃 节点 , 但 紧 接着 的 下 一 次 迭代 可 能 选 定 另 一 个 新 的 活跃 节点 . 我 
们 可 以 在 算法 中 增加 一 条 规则 ， 要求 紧 接 着 的 下 一 次 迭代 尽 可 能 选择 紧 接 上 次 的 活跃 节 
点 ,直到 该 节点 的 赢 余 减 少 到 0 或 必须 对 它 进行 重新 标号 以 后 为 止 . 我 们 以 后 总 是 讨论 采用 
这 样 的 规则 的 预 流 推进 算法 , 并 把 针对 同一 节点 的 这 些 连续 推进 称 为 对 该 节点 的 一 次 
检查 . 

从 上 面 对 一 般 的 预 流 推进 算法 的 复杂 度 分 析 中 可 以 看 出 , 算法 的 瓶颈 操作 在 于 非 饱和 
推进 . 最 高 标号 预 流 推进 算法 的 思想 是 从 具有 最 大 距离 标号 的 活跃 节点 开始 预 流 推进 . 之 所 
以 按照 这 样 的 顺序 做 , 一 个 直观 的 想法 是 :使 得 距离 标号 较 小 的 活跃 节点 累积 尽 可 能 多 的 
来 自 距 离 标号 较 大 的 活跃 节点 的 流量 ,然后 对 累积 的 至 余 进 行 推进 , 这样 可 能 会 减少 非 饱 
和 推进 的 次 数 . 

那么 , 如 何以 较 小 的 代价 实现 每 次 从 最 高 标号 开始 预 流 推进 呢 ? 我 们 可 以 在 算法 中 用 
一 个 链表 LIST(A) 记 录 距 离 标号 为 上 的 所 有 活跃 节点 (4 一 1，2，…，2n 一 1)， 并 用 一 个 变 
量 Level 记录 当前 的 活跃 节点 中 最 大 可 能 的 距离 标号 (上 界 ). 这 样 , 为 了 找到 最 高 标号 的 活 
跃 节 点, 只 要 依次 扫描 LIST(Level) ,LIST(level 一 1),…。 直到 找到 一 个 非 空 的 LIST(p) 
为 止 .此 时 令 ievel 王 p, 并 从 LIST(p) 中 选取 任意 一 个 节点 即 可 . 每 当 某 个 活跃 节点 的 距离 
标号 增加 时 ,我们 只 需要 将 新 标号 的 值 赋 给 level，, 并 将 该 活跃 节点 放 到 LIST(CLevel) 中 . 从 
5.4 节 知道 , 距离 标号 的 增加 量 最 多 不 超过 2m* ,因此 level 的 增加 量 最 多 不 超过 2wr* ,所 以 
level 的 减少 量 最 多 也 就 不 超过 nn 十 2m*. 于 是 , 对 链表 进行 操作 以 便 找到 最 高 标号 节点 的 总 
复杂 度 为 OC(w*). 这 一 操作 不 会 成 为 算法 的 新 的 瓶颈 . 


5.5.2 算法 的 复杂 度 分 析 
如 果 算法 连续 经 过 对 ”个 节点 的 检查 而 中 间 没有 对 任何 节点 进行 距离 标号 的 修改 操 
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作 , 则 赢 余 一 定 已 经 达到 了 >* 或: 点 , 因此 求 到 了 最 大 流 , 算法 终止 . 由 于 标号 的 修改 次 数 
不 超过 2m* 次, 每 两 次 相 邻 的 标号 修改 操作 之 间 对 节点 的 检查 不 超过 次， 而 每 次 节点 检 
查 执行 非 饱和 推进 的 次 数 不 超 过 1 次 , 这 样 我们 就 证 明了 最 高 标号 预 流 推进 算法 执行 非 饱 
和 推进 的 总 次 数 不 超 过 OO ) 次 , 因此 算法 的 复杂 度 为 O(m). 实际 上 , 下 面 的 讨论 说 明 ， 
我 们 可 以 证 明 更 好 的 结果 . 

在 5. 3. 3 节 介绍 的 当前 弧 数据 结构 中 , 对 每 一 个 节点 至 多 只 有 一 条 弧 同 时 为 当前 弧 和 
允许 弧 , 我 们 记 所 有 这 些 弧 的 集合 为 F. 显然 , 下 最 多 含有 nn 一 1 条 弧 ， 每 个 节点 最 多 有 一 
条 出 弧 , 并 且 不 可 能 含有 任何 圈 . 因此 , 下 是 一 个 森林 , 我 们 称 它 为 当前 森林 (current 
foresU. 在 正中, 记 所 有 后 代 ( 直 接 或 间接 后 继 , 包括 该 节点 本 身 ) 的 集合 为 D(i). 根据 距离 
标号 的 性 质 ，D(i 中 任何 节点 的 标号 不 会 小 于 节点 i 的 标号 d(i). 如 果 节 点 i 是 活跃 节点 ， 
且 除 节点 i 以 外 DD( 让 中 不 含有 活路 节点, 则 称 节点 i 是 一 个 最 大 活跃 节点 . 显然 , 两 个 最 大 
活跃 节点 不 可 能 含有 同一 个 后 代 节点 . 进一步 分 析 可 以 看 出 , 最 高 标号 预 流 推进 算法 实际 
上 总 是 从 一 个 最 大 活跃 节点 开始 进行 预 流 推进 . 

例 5.9 假设 当前 森林 下 如 图 5. 9 所 示 , 节点 旁边 的 数值 表示 赢 余 量 ， 则 : D(1) = 
{1}, D(2)={2}, D(3)={1, 3, 4}, D(4)= 


1 9 5 
{4}，D(5) 一 (1，2，3,，4，5)， 等 等 . 其 中 , 只 © © | 
有 节点 2，4，8 为 最 大 活跃 节点 ， EE 3 8 i 

记 当 前 森林 中 最 大 活路 节点 的 集合 为 H， G) (9) 他 D 
并 令 @= >)B(2) ,其 中 @(i) = maxt0, K 十 1 

‘EH @, 四 

一 | D(i) |}，K 为 一 个 待定 参数 . 显然 ,0 过 5 7 5 
9(i) < K. 下 而 讨论 算法 的 各 种 操作 对 值 的 图 5.9 当前 森林 (数据 结构 


影响 , 有 4 种 可 能 : 

(1) 对 最 大 活跃 节点 i, 沿 当 前 (允许 ) 弧 (i, 让 执行 一 次 非 饱和 推进 . 推进 后 ， 当 前 弧 
(i 门 仍然 为 允许 弧 ， 所 以 当前 森林 不 会 发 生 改变 .但 节点 i 变 为 非 活 路 节点, 而 节点 j 成 
为 活跃 节点 , 因此 也 可 能 成 为 新 的 最 大 活跃 节点 . 由 于 | DOD)1<<1D(j)|, 所 以 当 |D(D)|< 
K 时 , B(i) 十 B(j) 至 少 减少 1 个 单位 ;否则 , @( 站 十 (7) 保 持 不 变 . * 

(2) 对 最 大 活跃 节点 i, 沿 当前 (允许 ) 弧 (i, 7 执行 一 次 饱和 推进 . 推进 后 ， 当 前 弧 (i， 
让 不 再 是 允许 弧 ( 因 为 残留 容量 为 0), 所 以 从 当前 森林 中 退出 .但 节点 i 仍 为 最 大 活跃 节 
点 ， 同 时 节点 了 成 为 活跃 节点 ,因此 也 可 能 成 为 新 的 最 大 活跃 节点 . 所 以 此 时 四 最 多 可 能 
增加 K 个 单位 . 

(3) 对 最 大 活跃 节 点 i, 重新 进行 距离 标号 . 此 时 , 说 明 从 i 出 发 没有 允许 弧 , 即 它 是 当 
前 森林 中 的 一 个 根 节点 . 由 于 i 是 最 大 活跃 节点 ，D(i) 中 的 所 有 其 他 节点 不 可 能 是 活跃 节 
点 .重新 标号 后 ,当前 树林 中 所 有 进入 ;的 弧 成 为 非 允 许 弧 , 所 以 从 当前 森林 中 退出 , 即 
1D(i1=1. 但 这 并 不 会 增加 任何 新 的 活路 节点 或 最 大 活 牙 节点 , 因此 此 时 多 最 多 可 能 增加 
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K 个 单位 . 

(4) 在 当前 森林 中 增加 一 条 新 的 当前 (允许 ) 弧 . 此 时 , 不 会 产生 任何 新 的 最 大 活路 节 
点 , 而 只 可 能 使 一 些 节点 的 后 代 集 合 扩大 , 因此 可 能 使 某 些 最 大 活跃 节点 变 成 非 最 大 活跃 
节点 .无 论 如 何 , ® 的 值 不 可 能 增加 . 

我 们 可 以 把 算法 的 执行 过 程 分 成 若干 个 阶段 来 考虑 , 这 里 每 一 个 阶段 是 指 算法 中 两 次 
相 邻 的 重 标号 操作 之 间 的 预 流 推进 . 5. 4. 2 节 的 分 析 告 诉 我 们 , 预 流 推进 算法 中 最 多 含有 
Om) 个 阶段 .我们 把 阶段 分 成 两 类 考虑 : 

(1) 最 多 执行 2n/K 次 非 饱和 推进 的 阶段 :所 有 这 类 阶段 中 的 非 饱 和 推进 的 次 数 之 和 
最 多 为 OO * 2n/K) 二 OCm/K) 次 . 

(2) 最 少 执行 2n/K 次 非 饱 和 推进 的 阶段 :由 于 网 络 中 后 代 个 数 不 少 于 K 个 的 节点 最 
多 有 n/K 个 , 所 以 此 阶段 至 少 有 n/K 次 非 饱 和 推进 来 自 于 后 代 个 数 少 于 K 个 的 节点 , 根 
据 上 面 对 4 种 可 能 情形 的 讨论 , 这 n/K 次 非 饱和 推进 每 次 使 得 四 减少 至 少 1 个 单位 .由 于 
算法 中 饱和 推进 的 总 次 数 为 O(mn)， 且 所 有 节点 重 标号 次 数 最 多 为 O(n ), 根据 上 面 对 4 
种 可 能 情形 的 讨论 , 算法 中 B 最 多 增加 OCmnK 十 wxK) 二 OCmnK) 个 单位 . 由 于 开始 时 多 
最 多 为 nK，, 算法 结束 时 为 0， 所 以 所 有 这 类 阶段 中 的 非 饱 和 推进 的 次 数 之 和 最 多 为 
OlmnK) 次 . 

因此 , 这 两 类 非 饱 和 推进 的 次 数 之 和 为 OC(m/K 二 mnK). 取 K 二 n/m'?*， 则 得 到 两 类 
非 饱 和 推进 的 次 数 之 和 为 O(n*m'“). 因此 我 们 得 到 定理 5. 7. 

定理 5.7 最高 标号 预 流 推进 算法 复杂 度 为 On?m'*). 口 


5.6 单位 容量 网 络 上 的 最 大 流 算法 


上 面 介绍 的 算法 都 是 针对 一 般 流 网 络 上 的 最 大 流 问 题 的 . 在 实际 问题 中 , 网 络 本 身 往 
往 具有 一 些 特殊 的 结构 ,如 网 络 为 平面 图 , 或 者 网 络 为 二 部 图 , 或 者 每 条 弧 上 的 容量 具有 
特殊 的 限制 条 件 等 . 如 果 充 分 利用 这 些 网 络 结构 的 特殊 性 , 则 可 能 得 到 针对 该 特殊 问题 的 
更 高 效 ( 指 复杂 度 更 低 ) 的 算法 . 作为 一 个 例子 , 我 们 这 里 只 介绍 所 谓 的 单位 容量 网 络 .许多 
0-1 整数 规划 问题 都 可 以 用 这 种 网 络 上 的 最 大 流 模型 来 描述 , 因此 研究 这 种 模型 是 很 有 实 
际 价值 的 (在 本 书 7. 2 节 中 我 们 将 给 出 一 个 具体 应 用 的 例子 ). 

定义 5.10 每 条 弧 上 的 容量 (上 界 ) 都 是 1 个 单位 的 网 络 称 为 单位 容量 网 络 (unit 
capacity network). 如 果 在 这 种 单位 容量 网 络 中 , 除了 源 点 和 汇 点 以 外 , 所 有 其 他 节点 上 要 
么 最 多 只 有 一 条 人 弧 ， 要 么 最 多 只 有 一 条 出 弧 , 则 称 这 种 网 络 为 单位 容量 简单 网 络 (unit 
capacity simple network). 

例 5.10 如 图 5.10 所 示 的 网 络 是 一 个 单位 容量 简单 网 络 (假设 每 条 弧 上 的 容量 都 是 1 
个 单位 , 因此 没有 在 图 中 标 出 ). 
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图 5.10 单位 容量 简单 网 络 ( 例 5. 10) 


5.6.1 单位 容量 网 络 上 的 最 大 流 算法 


显然 , 单位 容量 网 络 上 的 st 最 大 流 最 多 为 n 一 1, 因 此 采用 Ford-Fulkerson 标号 算法 
求解 时 , 复杂 度 为 OCmm). 当 采 用 最 短 增 广 路 算法 求解 时 ,由 于 其 瓶颈 操作 ( 增 广 ) 复 杂 度 
为 Otmn)，, 因此 算法 的 复杂 度 也 是 Olmn). 这 一 复杂 度 都 低 于 相应 的 算法 在 一 般 网 络 上 的 
复杂 度 . 如 果 我 们 把 这 两 种 算法 联合 起 来 使 用 , 即 先 采用 最 短 增 广 路 算法 求 到 满足 一 定 条 
件 的 近 优 解 ， 然 后 从 该 近 优 解 开 始 采用 Ford-Fulkerson 标号 算法 求 到 最 优 解 , 则 可 以 得 到 
总 复杂 度 更 低 的 算法 . 具体 来 说 , 算法 分 成 两 个 阶段 :第 1 阶段 , 采用 最 短 增 广 路 算法 求解 ， 
当 源 点 * 的 距离 标号 ds 二 d = 一 min{「2723], [m1]} 时 停止 , 得 到 近 优 解 x'， 流 值 为 v; 
第 2 阶段 , 用 Ford-Fulkerson 标号 算法 求 到 最 优 解 x*"， 流 值 为 v*. 

为 了 分 析 这 一 算法 的 复杂 度 , 必须 对 第 1 阶段 结束 时 的 近 优 解 x' 的 性 质 进 行 分 析 . 第 1 
阶段 结束 时 , 我们 对 每 一 个 k=0, 1,…,d"，, 令 V=(iEVId()=k)}, 即 V, 是 所 有 距离 
标号 等 于 & 的 节点 集合 , 通常 也 称 为 残 量 网 络 中 的 第 上 层 的 节点 集合 . 首先 假设 某 个 
VC 天 0) 为 空 集 , 记 S = 【UV 为 所 有 大 于 等 于 4 十 1 层 且 小 于 等 于 d* 层 节点 的 集合 ， 

TSFSL 
则 [S,，S] 为 残 量 网 络 的 一 个 最 小 割 . 现在 假设 Vi CAE {1，2,，…， d )) 都 不 为 空 集 . 此 时 ， 
根据 距离 标号 的 性 质 , 在 残 量 网 络 N(x') 中 ,任何 一 条 弧 (i, 力 一 定 是 从 某 个 V, 指向 
Ve 因此 , 对 于 任意 一 个 人 一 1,， 2, …, d ,从 Vi 指向 V， ,的 所 有 弧 形 成 残 量 网 络 的 一 个 
st 割 .下 面 对 d" 的 两 种 取 值 情况 分 别 考虑 . 

假设 d* =[ 2041 此 时 , 至 少 存在 一 个 kE 11,， 2, …，d }, 使 得 1VI< mao， IIVwW | 二 
,否则 ,如果 所 有 相 邻 层 的 节点 集合 中 的 节点 数 都 至 少 有 一 个 大 于 wn, 所 以 【1V|>> 


lgied” 

md /2 三 凡 矛 盾 . 因此 , 残 量 网 络 N(x ) 中 的 最 大 流 值 w 一 v' 过 V, 指向 V， ,的 所 有 弧 形 
成 的 割 的 容量 三 [Vi | IV sz22<w 

假设 d" =[m 人 “1 此 时 , 对 于 所 有 =1, 2,…,d" ,从 Vi 指向 V1 的 所 有 弧 形 成 残 
量 网 络 的 d 个 st 制 .由 于 这 所 有 的 df 个 割 中 弧 是 互 不 相交 的 , 且 每 条 弧 上 容量 为 1， 而 
网 络 中 总 弧 数 不 超过 m, 因此 d (最 小 割 的 容量 ) 三 m. 于 是 , 残 量 网 络 NCx') 中 的 最 大 流 
值 v* 一 v 专 最 小 割 的 容量 <m/d* [m1=ad*. 

上 面 证 明了 zw 一 wd"*. 因此, 在 第 2 阶段 ,Ford-Fulkerson 标号 算法 的 复杂 度 为 
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O(d m). 那么 , 在 第 1 阶段 , 最 短 增 广 路 算法 的 复杂 度 为 多 少 呢 ? 在 这 个 阶段 , 由 于 d(s) 
三 d*， 所 以 算法 对 每 个 节点 最 多 执行 & 次 重新 标号 操作 . 由 于 所 有 弧 上 的 容量 为 1, 因此 
每 次 沿 (i, 站 弧 的 增 广 一 定 使 该 弧 饱 和 ,所 以 沿 (i, 7)) 弧 的 两 次 相 邻 增 广 一 定 使 得 节点 i, j 
的 标号 都 至 少 增加 2 个 单位 . 因此 , 沿 每 条 弧 (i, 7) 的 (饱和 ) 增 广 最 多 为 d* /2 次 . 所 以 , 第 
1 阶段 最 短 增 广 路 算法 的 复杂 度 也 是 OC(d* m). 

于 是 , 我 们 可 以 得 到 定理 5. 8. 

定理 5.8 用 上 述 两 阶段 算法 求解 单位 容量 网 络 上 的 最 大 流 时 , 复杂 度 为 O(d* m)， 
即 OCmin{n Sm, ma 口 


5.6.2 单位 容量 简单 网 络 上 的 最 大 流 算法 


下 面 我 们 考虑 一 种 特殊 的 单位 容量 网 络 ， 即 单位 容量 简单 网 络 . 

仍然 考虑 采用 上 面 介 绍 的 两 阶段 算法 , 但 取 d" =[m'*1 第 1 阶段 结束 时 ， 记 残 量 网 络 
中 的 第 层 的 节点 集合 是 Vi(AE {1, 2,…,d* }). 现在 假设 W 是 ViC(kE{1,， 2，…，d )) 
中 所 含 元 素 ( 节 点 数 ) 最 少 的 集合 , 则 d* |V, | 过 wn, 所 以 IV | 二 n/d* 和 如 记 Y 为 V 中 最 
多 只 有 一 条 出 弧 的 节点 集合 , 令 S={ild(i) }Utild(D=A 且 iEV'). 由 于 do)> vd 之 
Ai，d(O0 一 0 一 hi， 所 以 [S，VN\S] 是 一 个 st 割 . 在 残 量 网 络 的 割 [S, V\S] 中 , 具有 非 零 残留 
容量 的 弧 要 么 指向 V, 站 (V\V')，, 要 么 起 始点 位 于 内 nV. 所 以 , 割 [S, V\S] 的 残留 容量 
至 多 为 |V, | 二 m*， 即 残 量 网 络 中 的 最 大 流 流 值 v* 一 v 过 m'?. 与 5. 6. 1 节 的 讨论 类 似 , 可 
以 得 到 算法 的 总 复杂 度 为 O(m“m). 于 是 , 我 们 可 以 得 到 如 下 定理 . 

定理 5.9 用 上 述 两 阶段 算法 求解 单位 容量 简单 网 络 上 的 最 大 流 时 ,复杂 度 为 
On im). 口 


练 习 题 


1. 下 列 说 法 是 否 正确 ? 为 什么 ? 

(1) 如 果 x 是 最 大 流 , 那么 对 于 任意 弧 (i, j)E A, 要 么 zi 二 0, 要 么 zx 二 0 (假设 (j， 
DEA). 

(2) 如 果 流 网 络 中 所 有 有 向 弧 由 相应 的 无 向 弧 代替 , 则 最 大 流 的 流 值 不 会 改变 . 

(3) 如 果 流 网 络 中 所 有 弧 上 的 容量 都 不 相同 , 则 最 小 割 唯一 . 

(4) 如 果 流 网 络 中 所 有 弧 上 的 容量 都 同时 乘 以 一 个 正 数 , 则 原 最 小 割 仍 为 最 小 割 . 

《5) 如 果 流 网 络 中 所 有 弧 上 的 容量 都 同时 加 上 一 个 正 数 , 则 原 最 小 割 仍 为 最 小 割 . 

(6) 如 果 流 网 络 中 所 有 弧 上 的 容量 都 同时 增加 A 个 单位 , 则 最 大 流 的 流 值 增加 A 的 一 
个 整数 倍数 . 

(7) 采用 最 大 容量 增 广 路 算法 时 , 算法 产生 的 增 广 路 的 容量 是 非 增 的 . 

(8) 如 果 每 一 个 节点 的 距离 标号 是 残 量 网 络 中 该 节点 到 汇 点 上 的 最 短路 的 下 界 ， 则 该 


距离 标号 是 有 效 的 . 
(9) 最 多 经 过 m 十 n 次 从 赢 余 点 到 源 点 或 汇 点 的 增 广 , 一 定 可 以 使 一 个 预 流 变换 为 一 
个 最 大 流 . 
(10) 设 "为 最 大 流 的 流 值 ，v 为 预 流 推进 算法 中 某 一 阶段 流入 汇 点 上 的 流量 , 则 一 
定 有 vw" 一 v 过 2 (I 表示 所 有 活路 节点 的 集合 ) 
加 


2. 假设 连接 两 城市 P,Q 的 公路 网 如 图 5. 11 所 示 . 交通 管理 部 门 希望 在 公路 上 建立 足 
够 的 车 辆 检查 站 , 使 得 每 辆 从 城市 P 开 往 城市 
Q 的 汽车 都 至 少 经 过 一 个 检查 站 . 在 每 条 道路 
上 建立 一 个 检查 站 的 费用 (单位 :万 元 ) 已 经 表 
示 在 图 中 , 请 给 出 一 个 费用 最 小 的 建站 方案 . 

3. 设 [S, 5j 和 [T, 工 ] 是 流 网 络 中 的 两 个 
st 割 ,证明 U[S, SJ]+U[T, 工 ]>U[SUT， 
SUT]+U[snT, SnT]. 图 5.11 第 2 题 图 

4. 给 出 一 个 算法 , 判断 一 个 流 网 络 是 否 具 
有 唯一 的 最 小 割 ， 并 分 析 你 所 给 出 的 算法 的 计算 复杂 性 . 

5. 对 于 一 个 整数 容量 的 流 网 络 ,假设 我 们 已 经 知道 它 的 一 个 非 整数 最 大 流 ， 请 你 设计 

-个 算法 把 它 转化 为 一 个 整数 最 大 流 ， 并 分 析 你 所 给 出 的 算法 的 计算 复杂 性 . 
6. 用 Ford-Fulkerson 算法 计算 如 图 5. 12 所 示 网 络 中 的 最 大 流 和 最 小 制 : 


图 5.12 第 6 题 图 
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7. 分 别 用 最 大 容量 增 广 路 算法 和 容量 变 尺 度 算法 计算 练习 题 6 所 示 网 络 中 的 最 大 流 . 

8. 用 最 短 增 广 路 算法 计算 练习 题 7 所 示 网 络 中 的 最 大 流 . 

9. 分 别 用 一 般 的 预 流 推进 算法 和 最 高 标号 预 流 推进 算法 计算 练习 题 7 所 示 网 络 中 的 
最 大 流 . 

10. 假设 采用 当前 弧 数 据 结构 , 证 明 在 检索 节点 i 的 允许 弧 时 ,如果 A(i 中 的 一 条 弧 
在 以 前 的 选 代 中 不 是 允许 弧 , 则 在 节点 i 的 标号 改变 之 前 它 仍然 不 是 允许 弧 . 

11. 通过 定义 势 函数 四 = 二 max{d( 店 |i 为 活跃 点 }, 证 明 最 高 标号 预 流 推进 算法 最 多 执 
行 OO ) 次 非 饱 和 推进 . 

12. 网 络 中 的 最 大 预 流 是 进入 汇 点 的 流量 尽 可 能 大 的 预 流 . 

(1) 证 明 : 对 于 一 个 给 定 的 最 大 预 流 x*, 存在 一 个 最 大 流 x" ,使 得 对 于 任意 弧 (i, j) € 
A, 满足 式 ) 

(2) 设计 一 个 标号 算法 , 将 一 个 最 大 预 流 最 多 经 过 m 十 n 次 增 广 转化 为 一 个 最 大 流 . 

(3) 根据 最 短 增 广 路 算法 的 思想 设计 一 个 算法 , 将 一 个 最 大 预 流 在 O(n) 的 时 间 内 转 
化 为 一 个 最 大 流 . 

(4) 根据 最 大 标号 预 流 推进 算法 的 思想 设计 一 个 算法 , 将 一 个 最 大 预 流 在 O(mmn) 的 时 
间 内 转化 为 一 个 最 大 流 . 

13. 在 一 个 流 网 络 中 , 增加 一 条 弧 的 容量 可 能 会 使 得 最 大 流 的 流 值 增加 ,请 你 设计 一 
个 算法 ， 找 出 所 有 这 样 的 弧 . 同样 减少 一 条 弧 的 容量 可 能 会 使 得 最 大 流 的 流 值 下 降 , 请 你 
设计 一 个 算法 ， 找 出 所 有 这 样 的 弧 . 分 析 算法 的 计算 复杂 度 . 

14. 用 最 高 标号 预 流 推进 算法 计算 图 5. 13 所 示 网 络 中 的 最 大 流 ( 图 中 没有 标明 容量 数 
值 的 弧 上 的 容量 认为 是 无 限 大 ). 对 于 给 定 的 n, 算法 执行 的 推进 次 数 为 多 少 ? 当 参 数 工 , W 
分 别 为 何 值 时 , 算法 执行 的 推进 次 数 最 多 ? 


图 5.13 第 14 题 图 


15. 在 一 般 的 预 流 推进 算法 中 , 可 以 采用 不 同 的 规则 选取 活跃 节点 进行 推进 或 重新 标 
号 操作 . 如 果 分 别 采用 以 下 规则 , 试 分 析 算 法 应 当 采 用 的 数据 结构 ,相应 总 推进 次 数 和 运 
行 时 间 . 

(1) 选取 距离 标号 最 小 的 活跃 节点 . 

(2) 选取 赢 余 最 大 的 活跃 节点 . 
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(3) 选取 活跃 节点 ， 它 的 赢 余 至 少 是 最 大 赢 余 活跃 节点 的 赢 余 的 一 半 . 
(4) 选取 算法 最 近 曾 经 选取 过 的 最 近 的 活跃 节点 . 
(5) 选取 算法 未 选取 过 或 曾经 选取 过 的 最 远 的 活跃 节点 . 
(6) 完全 随机 地 选取 活跃 节点 (假设 产生 一 个 随机 数 的 时 间 是 常数 ). 
16. 对 于 流 网 络 ， 如果 缴 (i, j) EA, 定义 a(i, 力 是 将 弧 (i, 力 上 的 容量 改 为 无 穷 大 时 
最 大 流 流 值 所 增加 的 量 ; 如 果 弧 (i j) 儿 A, 定 义 a(i, 力 是 将 弧 (i, 7 加 入 网 络 并 令 其 上 的 
容量 为 无 穷 大 时 最 大 流 流 值 所 增加 的 量 . 请 你 设计 一 个 算法 计算 所 有 的 a(i, 7)， 并 分 析 你 
所 给 出 的 算法 的 计算 复杂 性 . 
17. 考虑 弧 上 容量 同时 具有 上 界 和 下 界 约束 的 情形 ， 即 约束 条 件 (5. 2) 改 为 
LSriSu, VCG DEA. 
此 时 , 应 当 如 何 求解 相应 的 最 大 流 问 题 ? 可 行 流 存 在 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
18， 对 于 练习 题 17 所 考虑 的 网 络 , 如 何 求解 相应 的 最 小 流 问 题 ? 能 否 建立 相应 的 “最 
小 流 最 大 割 "定理 ? 
19. 考虑 弧 上 和 节点 上 的 允许 流量 同时 具有 上 界 约束 的 情形 ， 即 增加 约束 
rs 和 wuw，VieV. 


此 时 , 应 当 如 何 求解 相应 的 最 大 流 问 题 ? 

20. 我 们 知道 :如 果 弧 上 的 容量 有 无 理 数 ， 则 Ford-Fulkerson 标号 算法 不 一 定 在 有 限 
步 内 终止 :并且 , 这 一 增 广 路 算法 的 极限 过 程 得 到 的 流 的 流 值 即使 收敛 , 也 不 一 定 收敛 到 
最 大 流 . 请 你 通过 如 图 5. 14 所 示 的 网 络 对 此 进行 说 明 ( 所 有 没有 标明 容量 的 弧 上 的 容量 假 
定 为 无 限 ). 除 了 图 中 所 示 的 弧 以 外 , 从 1, 2, 3, 4 中 的 任意 两 个 节点 及 5, 6, 7, 8 中 的 任 
意 两 个 节点 都 存在 一 条 容量 为 无 限 的 弧 . 


图 5.14 第 20 题 图 
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我 们 继续 考虑 第 5 章 开始 时 讨论 过 的 例子 : 假设 从 城市 P 到 城市 Q 的 公路 网 如 图 6. 1 
所 示 . 假设 每 段 公路 上 每 天 可 以 通过 的 汽车 的 数量 有 一 个 上 限 ( 弧 上 的 第 1 个 数 ,单位 为 万 
辆 ), 并 且 假 设 每 辆 汽车 通过 同一 路 段 所 花费 的 汽 5 
油 费 是 相同 的 ( 弧 上 的 第 2 个 数 ,单位 为 百 元 ). 如 
果 准 备 每 天 安排 5 万 辆 汽车 经 过 该 公路 网 从 城市 
己 开 到 城市 Q, 那 么 如 何 制 定 每 辆 汽车 的 行驶 路 
线 , 可 以 使 得 所 花费 的 汽油 费 总 费用 最 小 ”这 样 的 
问题 在 网 络 优化 中 称 为 最 小 费用 流 问题 (minimum 


cost flow problem). 


6.1 最 小 费用 流 问 题 的 数学 描述 


6.1.1 最 小 费用 流 问题 


与 第 5 章 讨论 过 的 最 大 流 问题 一 样 ,最 小 费用 流 问 题 研究 的 对 象 也 是 网 络 中 的 流 .但 
是 ,在 这 一 章 讨 论 的 流 网 络 中 ,我 们 还 要 考虑 另外 一 个 因素 , 即 流量 流 过 一 条 弧 时 导致 的 成 
本 (费用 ). 也 就 是 说 ,每 条 弧 上 除了 有 对 于 流 的 (上 下 ) 容 量 限 制 外 ,还 有 另外 一 个 权 , 即 成 本 
(费用 ). 这 样 的 流 网 络 一 般 称 为 容量 -费用 网 络 . 

定义 6.1 在 以 V 为 节点 集 ,A 为 弧 集 的 有 向 图 G 二 (V,A) 上 定义 如 下 的 权 函 数 : 

(1) C: A-~ 有 R 为 弧 上 的 权 函 数 , 弧 (ij)EA 对 应 的 权 C(i,7 记 为 ci , 称 为 弧 (i,j) 的 单 
位 流量 的 成 本 或 费用 (costb)， 

(2) L: A 一 R 为 弧 上 的 权 函 数 , 弧 (ij)EA 对 应 的 权 工 (i7) 记 为 4; , 称 为 弧 (i,j) 的 容 
量 下 界 (lower bound)， 

(3) U: A 一 R 为 弧 上 的 权 函 数 , 弧 (i, 疙 EA 对 应 的 权 UGi'7 记 为 ww , 称 为 弧 (ij 的 容 
量 上 界 , 或 直接 称 为 容量 (capacity)5 

(4) D: V 一 R 为 节点 上 的 权 函 数 ,节点 iEV 对 应 的 权 D(i) 记 为 d;, 称 为 节点 i 的 供需 
量 (supply/demand); 

此 时 所 构成 的 网 络 称 为 容 景 -费用 网 络 ,可 以 记 为 N=(V,A,C,L,U,D). 口 

可 见 , 容 量 -费用 网 络 也 是 一 种 流 网 络 , 所 以 以 后 我 们 仍然 把 容量 -费用 网 络 称 为 流 网 络 
或 直接 称 为 网 络 .第 5 章 关 于 网 络 流 的 各 种 概念 仍然 可 以 引入 到 容量 -费用 网 络 中 : 例如 . 


图 6.1 最 小 费用 流 问题 的 例子 (公路 网 络 ) 
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当心 >0 时 ,表示 有 di 个 单位 的 外 部 流量 流入 节点 i, 因此 节点 i 称 为 供应 点 (supply node) 
或 源 (source) ,有 时 也 形象 地 称 为 起 始点 或 发 货 点 等 ; 当 d; 二 0 时 ,表示 有 di 个 单位 的 流量 
从 该 节点 流失 到 网 络 外 部 (或 说 被 该 节点 吸收 ), 因 此 节点 i 称 为 需求 点 (demand node) 
或 汇 (sink), 有 时 也 形象 地 称 为 终止 点 或 豚 收 点 等 ; 当 d; 二 0 时 ,节点 i 称 为 转运 点 
(transshipment node) 或 平衡 点 .中 间 点 等 . 

一 般 来 说 ,我 们 总 是 可 以 把 L 去 0 的 网 络 转化 为 L=0 的 网 络 进行 研究 . 所 以 ,除非 特别 
说 明 , 以 后 我 们 总 是 假设 二 =0 〈( 即 所 有 弧 (i7) 的 容量 下 界 心 一 0) ,并 将 ==0 时 的 容量 - 费 
用 网 络 简 记 为 N=(V,A,C,U,D). 

定义 6.2 与 第 5 章 介绍 的 流 的 概念 类 似 ,对 于 容量 -费用 网 络 N 一 (V,A,C,U,D) ,其 
上 的 一 个 流 x 是 指 从 N 的 弧 集 A 到 尺 的 一 个 函数 , 即 对 每 条 弧 (i,j) E€ A 赋予 一 个 实数 zy 
( 称 为 弧 (i, 站 的 流量 ). 如 果 流 x 满足 如 下 流量 守恒 条 件 ( 也 称 流量 平衡 条 件 ): 


Dr Dri=d, Viey, (6.1) 
ns” fe 
并 且 满 足 容量 约束 
oO<msw，VYGihDEA， (6.2) 
则 称 x 为 可 行 流 . 如 果 流 x 只 满足 容量 约束 条 件 (6. 2) ,但 不 一 定 满足 流量 守恒 条 件 (6. 1)， 
则 称 x 为 伪 流 (pseudoflow). 
流 x 的 总 费用 定义 为 
ex) = 2) cors. 
un 


最 小 费用 流 问题 就 是 在 这 样 的 网 络 中 寻找 总 费用 最 小 的 可 行 流 . 因此 ,用 数学 规划 的 方 
法 ,该 问题 可 以 形式 地 描述 如 下 : 
min c(x) 一 > ers 


0EA 


st >) rr 一 2) rnd, VieV, (6.3) 


hea” fea 
0<r Su, Vi EA. 

这 种 一 般 形式 的 最 小 费用 流 问题 通常 又 称 为 转运 问题 (transshipment problem) 或 容量 
受 限 的 转运 问题 (capacitated transshipment problem). 对 于 单 源 单 汇 的 情形 , 即 网 络 中 只 有 
一 个 起 点 ( 记 为 ) 和 一 个 终点 ( 记 为 时 ,寻找 从 s 流 到 1 的 给 定 流量 (或 最 大 流量 .最 小 流 
量 ) 的 最 小 费用 流 ,是 经 典 的 最 小 费用 流 问题 . 例如 , 当 考虑 从 * 流 到 4 的 流量 为 w(v 之 0) 的 
最 小 费用 流 问 题 时 , 令 d,= 二 v,d, 二 一 v,d, 一 0( 当 i 关 s,?) 即 可 . 

例 6.1( 续 例 5. 1) 在 一 个 有 向 网 络 中 , 令 所 有 弧 上 的 容量 下 界 为 0, 容量 (上 界 ) 为 1， 
并 令 图 中 某 个 节点 s 的 供需 量 为 1, 某 个 节点 : 的 供需 量 为 一 1, 则 从 * 到 4 的 一 条 有 向 路 正 
好 对 应 于 网 络 中 的 一 个 可 行 流 x( 当 zy 一 1 时 ,表示 弧 人 ij 位 于 st 路 上 , 当 zy 一 0 时 ,表示 
弧 (i, 站 不 在 st 路 上 ). 如 果 再 令 所 有 弧 上 的 (单位 流量 ?的 费用 为 “ 弧 长 ”, 则 此 时 的 最 小 费 
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用 流 问题 就 是 第 4 章 讨论 过 的 最 短路 问题 . 实际 上 ,在 第 4 章 我 们 正 是 用 这 样 的 方式 对 最 短 
路 问题 进行 建 模 的 ( 即 式 (4. 1) 一 式 (4.3)). 蝇 

可 见 , 最 短路 问题 是 最 小 费用 流 问题 的 一 个 非常 简单 的 特例 . 正如 我 们 在 前 面 几 章 介绍 
的 一 样 ,约束 条 件 (6. 1) 可 以 方 使 地 用 年 阵 形式 描述 . 设 网 络 的 关联 矩阵 记 为 B, 流 向 量 记 为 
x, 由 地 组 成 的 向 量 记 为 &, 这 时 约束 条 件 (6. 1) 即 为 


Bx=d. (6.4) 
根据 关联 矩阵 的 性 质 , 我 们 可 以 立即 得 到 如 下 的 引 理 
引 理 6.1 ”约束 条 件 (6.4) 有 解 的 必要 条 件 是 > di = 0. 口 
名 


实际 上 ,这 是 "流量 守恒 "的 必然 结果 . 除非 特别 说 明 , 本 章 我 们 总 是 假定 这 一 条 件 是 成 


立 的 . 
6.1.2 最 小 费用 流 模型 的 特例 及 扩展 


最 小 费用 流 问题 是 网 络 优化 中 的 一 个 核心 问题 ,许多 网 络 优化 问题 都 是 最 小 费用 流 问 
题 的 特例 . 我 们 从 例 6. 1 知道 ,最 短路 问题 是 最 小 费用 流 问 题 的 一 个 特例 . 前 一 章 介绍 的 最 
大 流 问 题 也 是 最 小 费用 流 问 题 的 特例 . 实际 上 ,最 大 流 问题 可 以 认为 是 如 下 的 最 小 费用 流 问 
题 : 设 * 为 起 点 ,: 为 终点 ,增加 弧 ((,s) , 令 c。 1,w 一 十 co ,而 令 所 有 其 他 弧 上 的 费用 为 
0, 所 有 节点 上 的 供需 量 (外 部 流量 ) 全 为 0. 

运输 问题 (transportation problem) 是 研究 比较 早 的 最 小 费用 流 问题 之 一 , 早 在 1941 年 
Hitchcock 就 进行 了 研究 ,因此 运输 问题 又 称 为 Hitchcock 问题 .我们 下 面 给 出 这 一 问题 的 
具体 描述 : 现 有 一 批 货物 从 货源 地 运往 目的 地 ,假设 货源 集合 为 5, 目的 地 集合 为 T. 货源 i 
可 提供 的 货物 数量 为 a, 个 单位 ,月 的 地 j 对 货物 的 需求 景 为 5, 个 单位 ,从 货源 i 到 目的 地 j 
的 单位 货物 的 运费 为 cj. 如 何 安排 运输 计划 使 得 总 运费 最 小 ? 令 节 点 集合 为 V=SUT,A 
为 弧 集 , 则 (V,A) 为 完全 二 部 图 ( 当 不 允许 从 某 些 货源 运送 货物 到 某 些 目的 地 时 ,可 以 认为 
相应 弧 上 的 费用 为 无 穷 大 ). 因此 ,用 数学 规划 的 方法 ,该 问题 可 以 形式 地 描述 如 下 : 


min >， cvzv (6.5) 
ez 
at 2) xz <a, i€S, (6.6) 
ea 
2 rb, jET, (6.7) 
ti0, (DEA. (6. 8) 


如 果 每 条 弧 上 还 有 容量 的 限制 ( 即 约束 条 件 为 (6. 3) 而 不 是 约束 条 件 (6. 8)), 则 称 为 容 
量 受 限 的 运输 问题 (capacitated transportation problem). 可 以 看 出 ,运输 问题 的 特点 是 只 有 
源 或 汇 ,没有 中 间 转 运 点 . 显然 ,此 问题 有 解 的 一 个 必要 条 件 是 


a ys 《6.9) 
Ea 


rs 
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如 果 了 a, > > 0 ,可 以 增加 一 个 虚拟 的 吸收 点 ,使 多 余 的 货物 量 > )a, 一 > "bi 运送 到 
入 “大 名 ”入 
该 吸收 点 ,而 相应 的 费用 为 0. 因此 ,可 以 不 失 一 般 性 ,认为 3)a, 一 》)6,. 此 时 ,约束 条 件 
入 


ra 


(6.6) 和 (6.7) 可 以 写成 


Dp 二 二 (6. 6a) 
mv 一 6，7ET， 《6.7a) 
df Hea 


特别 地 , 当 ui 二 5, 三 1,151 二 1TI 时 ,运输 问题 就 退化 为 指派 问题 (assigment problem) ,因为 
此 时 间 题 的 实际 意义 可 以 认为 是 分 配 1S| 个 工人 (集合 S) 去 完成 1T1 项 工作 (集合 T) ,而 使 
总 成 本 最 小 . 

上 面 介绍 的 最 小 费用 流 问 题 所 讨论 的 流 网 络 有 两 条 基本 的 性 质 : 四 当 一 定 的 流量 流 过 

-条 弧 时 ,该 弧 上 导致 的 总 费用 与 流量 大 小 成 线性 正比 关系 ,这 样 的 流 网 络 一 般 称 为 线性 费 

用 网 络 . 如 果 当 一 定 的 流量 流 过 一 条 弧 时 ,该 弧 上 导致 的 总 费用 不 一 定 与 流量 大 小 成 线性 正 
比 关系 ,而 是 流量 大 小 的 一 个 凹 ( 或 凸 ? 函 数 , 则 这 样 的 网 络 称 为 凹 (或 凸 ) 费 用 网 络 ,相应 的 
最 小 费用 流 问 题 称 为 凹 ( 凸 ? 费 用 网 络 上 的 最 小 费用 流 问 题 . 四 当 一定 的 流量 流 过 一 条 弧 时 ， 
流出 该 弧 的 流量 ( 即 流 人 该 弧 终 点 的 流量 ) 与 进入 该 弧 的 流量 ( 即 流出 该 弧 起 点 的 流量 ) 相 
等 , 如 果 当 一 定 的 流量 流 过 一 条 弧 时 ,流出 该 弧 的 流量 与 进入 该 弧 的 流量 不 一 定 相等 ,而 是 
进入 该 弧 的 流量 的 一 个 线性 函数 , 即 流出 该 弧 的 流量 是 对 进入 该 弧 的 流量 按 一 定 比 例 进行 
放大 或 缩小 的 结果 , 则 这 样 的 流 网 络 一 般 称 为 带 增益 (或 盘 亏 ) 的 流 网 络 (flow with gain 
network). 可 以 看 出 ,在 这 样 的 定义 中 ,增益 是 发 生 在 弧 上 . 同样 ,还 可 以 类 似 地 考虑 增益 发 
生 在 节点 上 的 网 络 , 从 而 定义 节点 带 有 增益 的 流 网 络 . 更 一 般 地 ,可 以 考虑 弧 和 节点 都 带 有 
增益 的 流 网 络 . 

本 章 中 我 们 只 讨论 线性 费用 且 不 带 增益 的 流 网 络 , 可 以 认为 这 是 狭义 的 最 小 费用 流 模 
型 . 而 非 线 性 费用 或 带 增益 的 流 网 络 ,可 以 认为 是 广义 的 最 小 费用 流 模型 . 我 们 可 以 用 下 面 
的 图 示 来 描述 这 些 模 型 之 间 的 联系 . 


过 短路 | | 。 管 增 益 的 线性 规划 
| 二 最 最 小 费用 访问 是 问 是 
小 
最 大 流 | 费 | 。| 四 痪 用 网 络 的 
问题 最 小 费用 流 问题 
指派 | 。| 运输 时 | [让 用 网 癌 的 
问题 | ”| 问题 最 小 费用 流 问题 
奖 义 模 虹 广义 模型 


图 6.2 最 小 费用 流 问题 的 模型 
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圈 算 法 与 最 小 费用 路 算法 


本 节 考虑 传统 的 单 源 单 汇 网 络 的 最 小 费用 流 问 题 , 并 用 N= 二 (5,t,V,A,C,U) 表 示 以 ;为 
起 点 ,i 为 终点 的 流 网 络 , 其 中 V 为 节点 集合 ,A 为 弧 集合 ,C 为 单位 费用 ,U 为 流量 上 界 ( 流 量 
下 界 假设 为 0). 最 小 费用 流 问题 就 是 在 网 络 N 一 (st*,V,A,C,U) 中 计算 流 值 为 v 的 最 小 费用 
流 x, 或 者 当 不 给 定 流 值 时 ,计算 流 值 最 大 的 最 小 费用 流 x( 此 时 流 x 称 为 最 小 费用 最 大 流 )， 


6.2.1 消 圈 算法 


对 这 种 单 源 单 汇 的 网 络 ,我 们 常常 把 容量 可 行 且 转运 点 流量 守恒 ,但 流 值 不 一 定 达到 v 
的 流 称 为 st 可 行 流 或 简称 为 可 行 流 . 与 讨论 最 大 流 问题 时 类 似 ,我 们 也 可 以 定义 网 络 关于 
流 的 残 量 网 络 (residual network) ,又 常 称 为 增 量 网 络 或 辅助 网 络 . 

定义 6.3 对 网 络 N 一 (5V,A,C,U) 中 给 定 的 rt 可 行 流 x, 网 络 N 关于 流 x 的 残 量 
网 络 NCz) 一 (syV,ACz) ,CCX) ,UCx)) ,其 中 ACx) ,C(x) ,U(x) 定 义 如 下 : 

ACO={O DI DEA ruIUI DI GD EA,z >0}, 
(DEA Tu, 
(DEA,r>0, 
本 (DEA Tu, 
“w= (DEA,z,>0, 
并 称 u(x) 为 弧 (i,j) 上 的 残留 容量 . 

与 第 5 章 类 似 ,我 们 在 本 章 后 面 进行 算法 复杂 度 分 析 时 ,讨论 中 总 是 假定 原 网 络 满足 这 
样 的 性 质 : 弧 (i,j) EA 时 , 弧 (j ,i 站 EA, 且 c= 一 cs ;并 假定 在 残 量 网 络 中 A(x)==A, 也 就 
是 说 缴 的 条 数 和 弧 集 合 都 不 变 . 这 只 要 允许 容量 为 0 的 弧 仍 然 保 留 在 网 络 中 就 可 以 了 ,因此 
在 复杂 度 上 不 会 有 本 质 的 区 别 . 

于 是 ,对 于 N(x) 中 的 任何 一 个 有 向 圈 W, 它 一 定 对 应 于 原 网 络 N 中 的 一 个 增 广 圈 , 即 
可 以 通过 沿 W 对 当前 流 x 进行 增 广 ,获得 流 值 相等 的 st 可 行 流 y. 定义 W 的 费用 为 
CW = > ccr)， 


rr 
则 当 增 广 的 流量 为 6 时 , c(y) 二 c(x) 十 8C(W). 由 此 可 见 , 只 要 N 中 存在 费用 为 负数 的 增 广 
圈 W, 即 CC(W)<0, 则 可 以 通过 沿 W 对 当前 流 x 进行 增 广 ,获得 流 值 相等 但 费用 更 小 的 st 
可 行 流 y. 下 面 我 们 首先 给 出 最 小 费用 流 的 一 个 充 要 条 件 . 
定理 6.1 设 x 为 可 行 流 , 则 x 为 最 小 费用 流 的 充 要 条 件 是 不 存在 负 费 用 增 广 图 . 
证 明 由 前 面 的 讨论 可 以 知道 ,必要 性 是 显然 的 . 下 面 用 反 证 法 证 明 充 分 性 . 设 z 为 不 
同 于 x 的 可 行 流 ,但 费用 低 于 x 的 费用 , 即 v(x)==v(x?) 二 vc(x) 这 c(x?). 


6.2 


w=| 
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令 开 二 一 x, 则 光 关 0,v(x') 二 v(x) 一 v(x) 二 0, 即 x 为 网 络 N 中 的 循环 流 . 根据 
5.1.1 节 的 定理 5. 1( 流 的 分 解 定理 ) ,一 个 循环 流 一 定 可 以 表示 为 至 多 m 个 非 零 圈 流 之 和 ， 
所 以 可 以 将 x' 表示 为 r 个 非 零 圈 流 之 和 (1<<r<m). 设 对 应 的 有 向 圈 为 W, 则 


x = Dv We) | i)) € Wa}. 
于 是 
ecx)= Dery= Des Dv WY) GE 


WDEA onea ta1 


= 六 ctw)， 
ba 


ex)= er) tow) = (x) 十 Dewo. 
因为 c(x)>cC ), 故 至 少 存在 一 个 费用 为 负 的 增 广 圈 . 矛盾 ,充分 性 得 证 . 口 


根据 这 一 定理 ,可 以 设计 如 下 的 消 圈 算法 (ecycle-canceling algorithm), 它 是 由 Klein 
〈1967) 等 人 提出 的 . 


消 圈 算法 (在 网 络 N=(s,4,V ,A,C,U) 中 计算 流 值 为 wv 的 最 小 费用 流 x) 

STEP0 在 网 络 N=(s,t,V,A,C,U) 中 计算 流 值 为 的 可 行 流 x. 

STEP1 在 残 量 网 络 N(x) 中 判别 负 圈 . 若 无 负 图 , 则 已 经 找到 了 最 小 费用 流 , 结 束 ;否则 转 
STEP2. 

STEP2 沿 找到 的 负 圈 增 广 流量 , 转 STEP1. 


例 6.2 用 消 圈 算法 求 如 图 6. 3(a) 所 示 网 络 中流 值 为 6 的 最 小 费用 流 〈 图 中 弧 上 的 前 
一 个 数字 表示 弧 上 的 容量 ,后 一 个 数字 表示 弧 上 的 单位 费用 )， 

首先 计算 流 值 为 6 的 一 个 可 行 流 x 如 图 6. 3(b) , 残 量 网 络 N(x,) 如 图 6. 3(c). 

找到 负 费 用 增 广 圈 2-3-4-2 (费用 为 2 十 1 一 5 三 一 2), 增 广 1 个 单位 的 流量 ,得 x 如 
图 6. 3(d) , 残 量 网 络 NCxz) 如 图 6. 3(e). 

找到 负 费 用 增 广 圈 2-1-3-4-2 (费用 为 一 1 十 2 十 1 一 5 二 一 3), 增 广 1 个 单位 的 流量 ,得 
x 如 图 6. 3(f) , 残 量 网 络 N(x,) 如 图 6. 3Cg). 

此 时 , 找 不 到 负 费 用 增 广 图 ,因此 x 是 最 小 费用 流 . 1 

复杂 度 分 析 : STEP0 可 以 采用 第 5 章 介绍 的 最 大 流 算法 ,如 采用 最 短 增 广 路 算法 计算 
流 值 为 v 的 可 行 流 x 时 ,其 STEP0 的 复杂 度 为 (mm) (实际 上 这 是 计算 最 大 流 的 复杂 度 ， 
至 格 米 说 并 不 是 计算 流 值 为 的 可 行 流 的 复杂 度 ; 但 由 于 v 的 最 大 取 值 可 以 是 最 大 流 的 流 
值 ,因此 一 般 在 分 析 中 并 不 把 v 看 成 输入 常数 , 而 是 认为 其 上 界 可 以 是 最 大 流 的 流 值 ). 
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(8) 
图 6.3 消 圈 算法 的 例子 ( 例 6. 2) 


STEP1 在 残 量 网 络 N(x) 中 判别 负 圈 可 采用 第 4 章 介绍 的 最 短路 算法 ,其 复杂 度 为 OCnm)。， 
因此 算法 的 主要 工作 量 在 于 连续 寻找 并 消去 负 图 . 与 


与 第 5 章 讨论 复杂 度 时 的 假设 一 样 , 我 
们 这 一 章 也 假设 所 有 的 数据 都 是 整数 ,并 用 C 表示 所 有 弧 上 的 费用 中 的 最 大 者 ,用 UU 表 
示 所 有 弧 上 的 容量 以 及 所 有 节点 上 的 供需 量 中 的 最 大 者 〈 这 里 都 指 按 绝对 值 取 最 大 ). 由 
于 任何 可 行 流 的 费用 不 可 能 超过 m C U, 而 每 次 消去 一 个 负 圈 至 少 使 得 费用 下 降 一 个 单 
位 ,因此 消去 负 园 的 STEP1 和 STEP2 最 多 执行 O(m C U) 次 . 由 此 可 知 , 该 算法 的 复杂 度 
为 Olnm* C U) ,说 明 该 算法 不 是 多 项 式 时 间 算 法 . 

虽然 消 圈 算法 一 般 不 是 多 项 式 时 间 算法 ,但 如 果 按 照 一 些 特定 的 次 序 消 圈 , 则 可 以 得 到 
一 些 多 项 式 时 间 算法 ,这 里 就 不 介绍 了 (有 兴趣 的 读者 可 以 参看 文献 L1]). 


6.2.2 最 小 费用 路 算法 


上 面 的 消 圈 算 法 首先 在 网 络 N 一 (s,t,V ,A,C,U) 中 计算 流 值 为 v 的 可 行 流 ,然后 通过 
消去 负 费 用 增 广 圈 使 费 几 降低 . 我 们 能 否 首先 在 网 络 N= 二 (s,t,V ,A.C,U) 中 计算 流 值 为 wv 
且 费 用 最 小 的 st 可 行 流 (v 二 v) ,然后 对 它 沿 增 广 路 增 广 以 增加 流 值 呢 ? 类 似 于 增 广 圈 的 
讨论 ,对 于 N(x) 中 的 一 条 从 s 到 1 的 有 向 路 了 , 它 一 定 对 应 于 原 网 络 N 中 的 一 条 增 广 路 , 即 
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可 以 通过 沿 已 对 当前 流 * 进行 增 广 , 获 得 流 值 更 大 的 st 可 行 流 y. 定义 了 的 费用 为 
CP= >) cc， 


GE 

则 当 增 广 的 流量 为 8 时 ，c(y) 二 clx) 十 8C(P). 为 了 获得 最 小 费用 流 , 我 们 希望 沿 费 用 最 小 
的 增 广 路 对 当前 流 x 进行 增 广 ,以 最 小 的 费用 增加 获得 流 值 更 大 ( 流 值 为 v(x) 十 86) 的 st 可 
行 流 y. 下 面 我 们 首先 给 出 这 种 增 广 的 一 个 基本 性 质 . 

定理 6.2 设 x 为 流 值 为 v 的 最 小 费用 流 ,P 为 关于 x 的 从 * 到 1 的 一 条 最 小 费用 增 广 
路 , 且 沿 尸 所 能 增 广 的 流量 为 5, 则 增 广 后 得 到 流 值 为 v 十 3 的 最 小 费用 流 . 

证 明 记 增 广 后 得 到 的 流 为 y. 显然 ,y 为 st 可 行 流 且 流 值 为 十 5. 由 前 面 的 充 要 条 
件 , 只 需 证 明 网 络 中 不 存在 关于 ?的 负 费 用 增 广 圈 . 用 反 证 法 ,假设 增 广 后 存在 关于 y 的 负 
费用 增 广 圈 W, 由 于 除 P 以 外 的 弧 及 其 流量 在 增 广 前 后 没有 发 生 任 何 改变 ,于 是 P 和 W 至 
少 有 一 条 公共 弧 . 不 妨 假设 P 和 W 只 有 一 条 公共 弧 , 记 为 (i,j)( 当 公共 弧 多 于 一 条 时 可 以 
完全 类 似 地 讨论 ). 进一步 分 析 可 知 ,如 果 (i,j) 在 尸 中 是 正 向 弧 , 则 在 W 中 是 反 向 弧 ; 反 
之 ,如 果 (i,j) 在 P 中 是 反 向 弧 , 则 在 W 中 是 正 向 弧 (因为 如 果 不 是 这 样 , 则 W 也 是 网 络 中 
关于 流 x 的 增 广 圈 ,这 与 x 为 最 小 费用 流 的 已 知 条 件 矛盾 ). 于 是 PUW\{(i,j)) 也 是 网 络 
中 关于 x 的 增 广 路 , 且 

CCP UW\{G,D)) = C(P)+C(W) < COP). 
这 与 已 是 关于 x 的 最 小 费用 增 广 路 矛盾 . 口 
(关于 + 的 最 小 费用 增 广 路 ) 


‘ 


Wt 关于 了 的 负 偶 用 增 广 隐 》 


图 6.4 定理 6.2 的 证 明 图 示 


根据 以 上 讨论 ,可 以 构造 如 下 最 小 费用 路 算法 (也 称 为 连续 最 短路 算法 , 即 successive 
shortest path algorithm) , 它 是 由 Jewell(1958) ,Iri(1960),Busacker & Gowen(1961) 等 人 


首先 独立 提出 的 . 


最 小 费用 路 算法 (在 网 络 N=(*,t,V,A,C,U) 中 计算 流 值 为 "的 最 小 费用 流 x) 

STEP0 取 x 为 任 一 st 可 行 流 , 且 在 同一 流 值 的 流 中 它 是 费用 最 小 的 流 (如 x 二 0). 

STEP1 若 *x 的 流 值 达到 vw, 计算 结束 ;否则 在 残 量 网 络 N(x) 中 判别 最 小 费用 路 (如 可 用 第 4 章 
介绍 的 最 短路 算法 ). 若 无 这 样 的 路 , 则 流 值 不 可 达到 v, 计 算 结束 ;否则 继续 STEP2. 

STEP2 沿 该 最 小 费用 增 广 路 增 广 流量 ( 增 广 后 的 流 值 不 超过 v) , 转 STEP1. 
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例 6.3 用 最 小 费用 路 算法 求 如 图 6. 3(a) 所 示 网 络 中 流 值 为 6 的 最 小 费用 流 . 

首先 从 流 值 为 0 的 一 个 可 行 流 x。 开始 ,此 时 残 量 网 络 N(x。) = 二 NN 就 是 原 网 络 ,从 * 到 上 
的 最 小 费用 路 为 1-3-4 (费用 为 2 十 1 二 3), 沿 1-3-4 增 广 4 个 单位 流量 得 x, 如 图 6. 5(a)， 
残 量 网 络 N(x,) 如 图 6. 5(b). 

找到 最 小 费用 增 广 路 1-2-3-4 (费用 为 1 十 2 十 1 一 4), 增 广 1 个 单位 的 流量 ,得 x 如 
图 6. 5(c) , 残 量 网 络 N(Cxz) 如 图 6. 5(d). 

找到 最 小 费用 增 广 路 1-2-4 (费用 为 1 十 5 一 6), 增 广 1 个 单位 的 流量 ,得 的 如 图 6. 5(e). 

此 时 ,已 经 找到 流 值 为 6 的 可 行 流 ,因此 xs 是 流 值 为 6 的 最 小 费用 流 . 口 

算法 的 复杂 度 分 析 : 算法 的 主要 工作 量 在 于 连续 寻找 最 小 费用 路 并 增 广 . 由 于 每 次 增 
广 至 少 使 得 流 值 增加 一 个 单位 ,因此 STEP1 和 STEP2 最 多 执行 O(uw) 次 .由 此 可 知 ,该 算法 
的 复杂 度 为 O(v) 乘 上 最 短路 算法 的 复杂 度 . 如 果 认 为 v 是 给 定 的 参数 ,这 当然 是 多 项 式 算 
法 .但 正如 前 面 所 说 ,一 般 总 是 认为 v 可 以 取 到 最 大 流 流 值 ,因此 该 算法 不 被 认为 是 多 项 式 
时 间 算 法 . 记 求解 非 负 弧 长 网 络 的 最 短路 算法 的 复杂 度 为 Sn,m,C), 则 在 残 量 网 络 中 应 用 
最 短路 算法 的 复杂 度 为 S(n,m,C). 又 因为 最 大 流 流 值 不 超过 ” U, 所 以 本 算法 复杂 度 为 
Oo USCnmyC)) ， 

虽然 最 小 费用 路 算法 一 般 不 是 多 项 式 时 间 算法 ,但 如 果 采 用 一 些 特定 的 变 尺度 技术 , 则 
可 以 得 到 一 些 多 项 式 时 间 算 法 ,这 里 就 不 介绍 了 (有 兴趣 的 读者 可 以 参看 文献 [1]). 


(© 
图 6.5 最 小 费用 路 算法 的 例子 ( 例 6. 3) 
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6.3 原始 -对 偶 算 法 


6.3.1 对 偶 问题 及 互补 松弛 条 件 


本 节 仍然 考虑 传统 的 单 源 单 汇 网 络 的 最 小 费用 流 问题 ,并 用 N=(s,t,V,A,C,U) 表 示 
以 ;为 起 点 , 1 为 终点 的 流 网 络 ,其 中 V 为 节点 集合 , A 为 弧 集合 , C 为 单位 费用 , U 为 流 
量 上 界 ( 流 量 下 界 假设 为 0). 流 值 为 的 最 小 费用 流 问题 表示 如 下 : 


min BD) curs (6.10) 
dea 
了 i=s, 
st > rz0— Dz -全 1 一 和 《6.11) 
ea ”jfilen OE rs, 
0<r Sw, (i) EA. (6. 12) 


设 网 络 的 关联 矩阵 记 为 中 ,流向 量 记 为 x, 约 束 条 件 (6. 11) 的 右 端 向 量 记 为 d, 这 时 约束 
条 件 (6. 11) 即 为 


Bxr=d. (6.13) 
约束 条 件 (6. 12) 对 流量 上 限 的 约束 可 以 等 价 地 写成 

-zw, (NEA. (6. 12a) 

对 以 上 两 类 约束 分 别 引 入 对 偶 变量 x* 和 <z, 则 这 一 问题 的 对 侦 问题 为 
max wx,2) = Ddini— > urs (6.14) 

ra Sa 

str—N es So, (EA, (6.15) 
zi 0, (i EA. (6.16) 


根据 线性 规划 对 偶 理论 ,如 果 x 为 原 问题 的 可 行 解 ,x 和 z 为 对 偶 问题 的 可 行 解 , 则 它 
们 分 别 是 所 对 应 的 问题 的 最 优 解 的 充 要 条 件 是 它们 满足 以 下 的 互补 松弛 条 件 : 


xi (一 轴 一 四 一 c) 一 0， (ij)€Ah, (6.17) 
zi(zy— wu)—0, (i EA. (6.18) 
下 面 我 们 说 明 在 一 定 的 “约定 "下 ,这 一 条 件 可 以 等 价 地 写成 
当 x < 时 zy=0; (6. 19) 
EE zy 一 xs (6. 20) 
当 0<zrj<w 时 ， x 一 zw 二 cs. (6.21) 


实际 上 ,利用 x 为 原 问 题 的 可 行 解 ,x 和 z 为 对 偶 问题 的 可 行 解 ,很 容易 从 式 (6. 17) 和 
式 (6. 18) 推 出 式 (6. 19) 一 式 (6. 21). 我 们 所 谓 的 “约定 ”, 主 要 是 针对 从 式 (6. 19) 一 式 (6. 21) 推 
出 式 (6. 17) 和 式 (6. 18) 的 . 由 于 条 件 (6. 19) 一 (6. 21) 没 有 对 变量 z 的 约束 ,因此 我 们 约定 从 
式 (6. 19) 一 式 (6.21) 推出 式 (6.17) 和 式 (6. 18) 的 意思 是 说 存在 对 偶 可 行 的 变量 z, 使 得 
式 (6. 17) 和 式 (6. 18) 成 立 . 这 只 需要 令 
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三 一 maxfz 一 而 一 0}， (i EA, 《6.22) 
就 可 以 了 . 
通常 称 x 为 节点 i 的 势 (potential). 由 于 对 没有 符号 ( 正 负 ) 限 制 ,因此 我 们 可 以 进 
一 步 得 到 定理 6. 3. 
定理 6.3 设 * 为 原 问题 (6. 10) 一 (6. 12) 的 可 行 解 , 则 x 为 最 小 费用 流 的 充 要 条 件 是 : 
存在 节点 的 势 r ,满足 条 件 (6. 19) 一 (6. 21). 口 


6.3.2 原始 -对 偶 算法 


与 最 小 费用 路 算法 的 思路 类 似 ,原始 -对 偶 算法 也 是 从 任意 一 个 s-t 可 行 流 ,但 流 值 不 一 定 达 
到 "的 流 (如 x* 一 0) 开始 迭代 ,直到 流 值 达到 v 为 止 . 迭代 过 程 包括 两 个 方面 : 一 是 对 弧 上 流 的 增 
广 , 一 是 对 节点 上 势 的 修改 ,并 且 在 迭代 过 程 中 始终 保持 最 优 性 条 件 (6. 19 一 (6. 21) 成 立 . 

为 了 保证 在 流 的 增 广 过 程 中 始终 保持 最 优 性 条 件 (6. 19) 一 (6. 21) ,原始 -对 侦 算 法 只 沿 
满足 zt, 一 三 c, 的 弧 增 广 流量 . 为 此 ,通常 将 残 量 网 络 NCx) 中 满足 无 一 郊 一 cy 的 弧 组 成 的 
子 网 络 称 为 允许 网 络 (admissible network), 记 为 N'(x), 即 

NeCx) ={(i) EAInx—n = cr <)U 
{CD | (DE A = cr > 0). 

原始 -对 侦 算法 就 是 在 允许 网 络 N°*(x) 中 寻找 增 广 路 并 进行 增 广 . 最 然 ,N(x) 中 可 以 
增 广 的 最 大 流量 就 是 N"(x) 中 的 最 大 流 , 因 此 可 以 利用 最 大 流 算法 完成 . 

当 N?(z) 中 找 不 到 增 广 路 且 流 值 小 于 ”时 ,必须 进行 下 一 个 过 程 ,修改 节点 上 的 势 . 如 
何 修改 节点 上 的 势 使 得 保持 最 优 性 条 件 (6. 19) 一 (6. 21) ,并 且 希 望 修改 后 N* (x) 中 可 以 找 
到 增 广 路 呢 ? 为 了 讨论 方便 ,记忆 三 cs 一 zt 十 zw , 则 在 N*(x) 中 的 弧 就 是 N(x) 中 满足 c; 二 0 
的 弧 , 为 了 修改 x 之 后 N°"(x) 中 出 现 增 广 路 ,我 们 希望 把 N(x) 中 一 些 不 满足 c; ==0 的 弧 也 
纳入 N"(x) 中 ,为 此 ,我 们 按照 ;二 cj 一 zi 十 zw 为 (i7) 弧 的 弧 长 在 N(x) 中 计算 从 节点 :到 
所 有 节点 i 的 最 短路 路 长 d (让 ). 我们 后 面 将 会 证 明 , 如 果 将 x; 修改 为 x' 二 x 一 4( 让 , 则 最 优 
性 条 件 (6. 19) 一 (6. 21) 仍 然 成 立 , 且 将 会 有 新 的 弧 增 加 到 N"(x) 中 . 因此 可 以 设计 如 下 求解 
最 小 费用 流 问题 的 原始 -对 偶 算 法 , 它 是 由 Ford 和 Forkerson(1957,1962) 首 先 提出 的 . 


原始 -对 偶 算 法 〈 在 网 络 N=(s,t,V,A,C,U) 中 计算 流 值 为 wv 的 最 小 费用 流 x) 

STEP0 取 x 为 任 一 s-t 可 行 流 ( 如 x=0), 令 初始 势 x 一 0. 

STEP1 车 x 的 流 值 达到 v, 计 算 结束 ;否则 在 残 量 网 络 N(x) 中 ,以 必 二 cy 一 ti 十 zw 为 (i， 
四 缴 的 纹 长 ,计算 从 节点 s 到 所 有 节点 i 的 最 短路 路 长 4( 让 ,并 令 zt 二 x 一 d( 让 , 继 
续 STEP2. 

STEP2 在 允许 网 络 N'(x) 中 判别 从 s 到 + 的 最 大 流 (如 可 用 第 5 章 介绍 的 算法 ). 若 该 最 
大 流 流 值 为 0, 则 原 网 络 中 流 的 流 值 不 可 达到 v, 计 算 结 束 ;否则 沿 该 最 大 流 确定 的 
增 广 路 增 广 流量 ( 增 广 后 的 流 值 不 超过 v), 转 STEP1. 
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为 了 说 明 算法 是 正确 的 ,我 们 首先 给 出 最 优 性 条 件 (6. 19) 一 (6. 21) 的 一 个 等 价 条 件 . 

引 理 6.2 最 优 性 条 件 (6. 19) 一 (6. 21) 等 价 于 对 于 N(Cxz) 中 任意 的 (i,)) 弧 ,c 之 0. 

证 明 假设 (6. 19) 一 (6. 21) 成 立 , 则 对 于 原 网 络 中 的 一 条 弧 (ij), 当 号 一 0 时, 即 二 一 
吉之 cs， 所 以 根据 条 件 (6. 20) 有 zi 二 wj , 即 (i,j) 弧 为 饱和 弧 , 所 以 它 不 属于 残 量 网 络 N(x). 
也 就 是 说 ,对 于 N(x) 中 任意 的 (i, 门 弧 ,c5 宇 0. 

反 过 来 ,假设 对 于 N(x) 中 任意 的 (i, 站 弧 ,c; 宇 0. 对 于 原 网 络 中 的 一 条 弧 (7) : 

(1) 当 有 zw 一 zj 过 Gs 时, 即 ;之 0, 所 以 = 一 zj 十 zt 二 一 (cy 一 x 十 zj)= 二 一 0 之 0, 因 此 
(j ,站 弧 不 属于 残 量 网 络 N(x). 所 以 xs 二 0. 

(2) 当 w 一 >>Gy 时 , 即 c; 过 0, 因 此 (i,j) 弧 不 属于 残 量 网 络 N(x). 所 以 zx 二 u，. 

(3) 当 0<zy 过 ww 时,(i, 门 弧 和 (j ,让 弧 同 属于 残 量 网 络 N(x) ,因此 必 之 0 且 必 之 0. 于 
是 一 z=cy 口 

下 面 的 引 理 保证 算法 终止 时 一 定 求 到 了 最 小 费用 流 . 

引 理 6.3 在 算法 运行 过 程 中 ,最 优 性 条 件 (6. 19) 一 (6. 21) 成 立 . 

证 明 算法 开始 时 ,最 优 性 条 件 (6. 19) 一 (6. 21) 显 然 成 立 . 因此 只 需要 证 明 , 如 果 x 满 
是 式 (6.19) 一 式 (6.21), 则 将 修改 为 x' 一 天 一 4) 后, 仍然 满足 式 (6. 19) 一 式 (6. 21). 

根据 上 面 的 引 理 6. 2, 对 于 N(x) 中 任意 的 (i7) 弧 ,一 定 有 c 达 0, 且 我 们 只 需要 证 明 cf 
宇 0, 根据 最 短路 方程 ,4(7) 一 di) 才 c; = 一 zw 十 zw, 即 c 一 (x 一 d(i)) 十 (一 d(j)) 之 0. 
于 是 oj 一 xf 十 zy 二 0, 即 ;之 0. 口 

最 后 ,我 们 还 需要 证 明 ,如 果 将 r 修改 为 = 和 一 d(GiD), 则 将 会 有 新 的 弧 增加 到 N'Cx) 
中 . 这 可 以 从 下 面 的 引 理 得 到 . 

引 理 6.4 对 于 N(x) 中 一 条 弧 (ij7) ,如 果 它 位 于 从 起 点 * 到 某 一 节点 的 最 短路 上 (以 
以 为 ( 记 ,9) 弧 的 弧 长 ), 则 cy 一 0. 

证 明 对 于 最 短路 上 的 弧 (i) ,一 定 有 d()) 一 d( 让 =c5 =cs 一 x 十 ty; 即 必 =0.。 口 

实际 上 ,这 一 引 理 说 明 , 只 要 N(x) 中 从 s 到 1 存在 有 向 路 ( 增 广 路 ), 则 x 修改 为 x: 后 ， 
N(x) 中 从 s 到 4 存在 有 向 路 ( 增 广 路 ) 即 可 以 对 当前 流 进行 增 广 . 

上 面 几 个 引 理 和 讨论 说 明 ,前 面 介 绍 的 算法 是 正确 的 . 这 一 算法 的 特点 是 ,在 运行 中 始 
终 保持 对 偶 变量 x 为 对 偶 问题 的 可 行 解 ,并 始终 保持 互补 松弛 条 件 , 但 原始 变量 x 在 算法 终 
止 前 通常 不 是 原 问题 的 可 行 解 ( 即 只 是 伪 流 ,而 不 是 流 值 为 v 的 可 行 流 ). 因此 ,这 一 算法 称 
为 原始 -对 偶 算 法 . 比较 该 算法 与 6. 2 节 介绍 的 最 小 费用 路 算法 ,虽然 最 小 费用 路 算法 中 我 
们 没有 显 式 地 引入 对 偶 变 量 x ,但 我 们 也 可 以 与 本 节 介绍 的 算法 一 样 引入 对 偶 变量 zx ,因此 
可 以 认为 最 小 费用 路 算法 也 是 保持 对 偶 可 行 和 互补 松弛 条 件 的 ,是 一 种 特殊 的 原始 -对 偶 算 
法 , 即 要 求 增 广 流量 时 每 次 沿 "一 条 ”最 小 费用 路 增 广 . 本 节 介 绍 的 原始 -对 偶 算法 实际 上 也 
是 沿 最 小 费用 路 增 广 流 值 ,只 是 可 能 每 次 沿 “多 条 "最 小 费用 路 同时 增 广 ( 即 最 小 费用 路 最 大 
流 增 广 ). 这 可 以 从 下 面 的 引 理 看 出 . 

引 理 6.5 对 于 N(x) 中 从 任 一 节点 户 到 另 一 节点 4 的 一 条 有 向 路 PP， 
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D5= Dap)+rg). 口 


(py der 


直接 应 用 c5 的 定义 就 可 以 得 到 上 述 结果 . 根据 这 一 结果 ,对 于 N(x) 中 从 s 到 + 的 一 条 
有 向 路 ( 增 广 路 )P, 一 定 有 > c; 一 > co 一 x(s) 十 x(0，, 即 


umer GE 


CIP) = 2 ce 一 > c 十 xz(5) 一 zx(0. 


对 于 给 定 的 对 偶 变 量 x ,由 于 必 宇 0, 所 以 满足 c; ==0 的 弧 ( 即 允 许 网 络 N"(x) 中 的 弧 ) 组 成 
的 增 广 路 是 N(x) 中 的 最 小 费用 路 . 所 以 ,本 节 介 绍 的 原始 -对 偶 算法 实际 上 也 是 沿 最 小 费 
用 路 增 广 流 值 ,只 是 每 次 可 能 会 沿 “多 条 ”最 小 费用 路 同时 增 广 ( 即 最 小 费用 路 最 大 流 增 广 ). 

例 6.4 用 原始 -对 偶 算法 计算 如 图 6.6(a) 网 络 中 的 最 小 费用 流 (图 中 弧 上 的 前 一 个 数 
字 表示 弧 上 的 容量 ,后 一 个 数字 表示 弧 上 的 单位 费用 ;节点 上 的 数字 表示 节点 的 供需 量 ). 

这 一 问题 是 一 个 最 小 费用 循环 流 问 题 , 并 且 显 然 可 以 直观 地 看 出 只 有 唯一 的 可 行 流 .我 
们 下 面 根据 算法 的 具体 步骤 进行 计算 : 首先 引进 两 个 新 节点 ( 源 s 和 汇 :), 可 以 把 问题 转化 
为 计算 单 源 单 汇 的 流 值 为 4 的 最 小 费用 流 问题 . 即 网 络 N 如 图 6. 6(b). 


图 6.6 原始 -对 偶 算 法 计算 最 小 费用 流 的 例子 ( 例 6.4) 


令 初始 流 x 二 0, 初 始 势 x 一 0, 此 时 残 量 网 络 N(x) 二 NN 就 是 上 面 的 网 络 . 以 c5 二 65 一 
zt 十 ze 二 cj 为 绒 长 ,计算 从 s 到 各 节点 的 最 短路 路 长 为 : 4(s) 二 d(1) 一 d(2) 二 0,.d(3) 二 1， 
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d(4) 一 2,d(0) 一 1. 写成 向 量 形 式 , 即 4 一 (0,0,0,1,2,1). 修改 x 得 到 x 二 (0,0,0, 一 1, 一 2， 
一 1) ,此 时 允许 网 络 N*(x) 如 图 6. 6(c). 

在 此 时 网 络 N*(x) 中 ,计算 从 s 到 1 的 最 大 流 流 值 为 2 ( 沿 s-1-3-t 和 s-2-3-t 各 发 送 一 
个 单位 的 流量 ). 此 时 残 量 网 络 N(x) 如 图 6. 6(d). 

以 5 二 0 一 zi 十 zw 为 弧 长 ,计算 从 s 到 各 节点 的 最 短路 路 长 为 4 一 (0,0,0,1,0,1). 修 
改 x 得 到 x 二 (0,0,0, 一 2, 一 2, 一 2) ,此 时 允许 网 络 N*(x) 如 图 6. 6(e). 

在 此 时 网 络 Ne(x) 中 ,计算 从 s 到 1 的 最 大 流 流 值 为 2 ( 沿 -1-4-: 和 s-2-4-t 各 发 送 一 个 
单位 的 流量 ). 此 时 各 节点 流量 达到 平衡 , 即 已 经 得 到 最 小 费用 流 为 ru 一 zu 一 za 一 za 一 1. 口 

算法 复杂 度 分 析 : 从 算法 的 过 程 可 以 看 出 ,每 次 循环 迭代 修改 弧 上 的 流 值 和 节点 上 的 
势 各 一 次 . 由 于 流 值 不 可 能 超过 nU, 且 任何 节点 上 的 势 不 可 能 低 于 一 nC, 因 此 总 迭代 次 数 
不 会 超过 min{nU,nC}. 记 求解 非 负 弧 长 网 络 的 最 短路 算法 的 复杂 度 为 SCn,m,C) ,最 大 流 
算法 的 复杂 度 为 M(n,m,U), 则 本 算法 复杂 度 为 OOmin{nU,nC}[SCn,mnC) 十 Mnym， 
U)] ). 这 一 算法 仍然 不 是 多 项 式 时 间 算 法 ,但 与 最 小 费用 路 算法 相 比 ,可 能 会 以 每 次 迭代 
调用 一 次 最 大 流 算法 为 代价 ,希望 减少 一 些 和 迭代 次 数 . 


6.4 瑕 痰 算法 


前 面 介绍 的 最 小 费用 路 算法 和 原始 -对 偶 算 法 的 特点 是 ,在 运行 中 始终 保持 对 偶 变 量 x 
为 对 偶 问 题 的 可 行 解 ,并 始终 保持 互补 松弛 条 件 ,但 原始 变量 x 在 算法 终止 前 通常 不 是 原 问 
题 的 可 行 解 ( 即 只 是 伪 流 ,而 不 一 定 满足 节点 上 的 流量 守恒 条 件 , 即 不 是 流 值 为 v 的 可 行 
流 )， 本 节 介 绍 的 瑕 兹 算法 (out-of-kilter algorithm, 有 些 中 文书 中 也 翻译 为 “状态 算法 ”) 在 
迭代 过 程 中 则 对 这 些 条 件 更 为 放宽 , 即 只 要 求 满足 节点 上 的 流量 守恒 条 件 ,而 不 要 求 x 为 伪 
流 ( 即 可 能 不 满足 容量 约束 ) ,并 且 也 不 一 定 保持 互补 松弛 条 件 . 然而 ,算法 的 思想 是 通过 一 
定 的 步骤 ,使 得 这 些 非 最 优 的 “程度 "不 断 降低 ,最 后 达到 最 优 . 可 以 认为 , 甫 疲 算法 是 原始 - 
对 偶 算法 的 一 种 变形 . 

首先 回顾 一 下 6. 3 节 介绍 的 互补 松弛 条 件 (6. 19) 一 (6. 21) ,并 借用 c; 二 cy 一 zi 十 tj 的 
记号 重新 叙述 如 下 : 


当 G>>0 时 ， (6. 19a) 
当 忆 <0 时 (6. 20a) 
当 0<zy<w 时 ， (6. 21a) 


前 面 几 节 中 讨论 的 算法 都 假定 弧 上 的 下 容量 为 0, 上 面 这 一 互补 松弛 条 件 也 是 针对 弧 
上 的 下 容量 为 0 而 建立 的 . 在 瑕 盖 算 法 的 迭代 过 程 中 ,算法 并 不 要 求 流 x 满足 容量 约束 , 因 
此 我 们 可 以 考虑 弧 上 的 下 容量 不 为 0 的 一 般 情 况 . 此 外 ,在 瑕 羔 算 法 的 迭代 过 程 中 , 流 x 必 
须 满足 节点 上 的 守恒 条 件 , 因 此 我 们 这 里 假设 流 x 为 循环 流 (circulation) , 即 流 值 为 0 的 可 
行 流 ( 想 一 想 , 非 循 环流 的 情况 是 否 都 可 以 转化 为 循环 流 的 情况 ). 对 于 循环 流 , 自 然 没有 所 
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谓 源 点 和 汇 点 ,网 络 中 的 所 有 节点 都 是 转运 点 . 此 时 模型 可 以 重新 描述 如 下 : 


min > csrs 
ua 
at > xz 一 2 r=0, i€V, 


rw, (ijJ)EA. 
类 似 于 6. 3 节 推 导 条 件 (6. 19) 一 (6. 21) 的 过 程 , 可 以 得 到 ( 留 作 练习 ) 如 下 关于 式 (6. 23) 一 
式 (6.25) 的 互补 松弛 条 件 ( 仍 然 定义 c; 三 co 一 zi, 十) : 


当 张 之 0 时 ， (6. 23) 
当 必 过 0 时 ， (6.24) 
当 4 过 zi 二 ws 时， (6. 25) 


在 瑕 摔 算 法 中 ,我 们 把 上 述 条 件 称 为 Kilter 条 件 (或 翻译 为 现 六 条 件 、 状态 条 件 等 ) ,并 称 满 
足 上 述 条 件 的 弧 为 无 瑕 的 (inrkilter), 和 否则 称 为 有 瑕 的 (out- 
of-kilter)， 对 于 每 条 弧 (i,7) ,其 对 应 的 Kilter 条 件 可 以 用 如 
图 6.7 所 示 的 Kilter 图 (或 翻译 为 甫 疯 图 .状态 图 ) 表 示 , 只 
有 粗 实 线 上 的 点 (zy ,cz ) 是 满足 Kilter 条 件 的 . 如 果 所 有 弧 
都 是 无 瑕 的 , 则 得 到 了 原 问 题 的 最 优 解 . 

定义 6.4 对 于 每 条 弧 (i 力 ,我 们 定义 其 Kilter 数 (或 图 6.7 Kilter 图 
翻译 为 瑕 疯 数 .状态 数 ) 为 将 流量 z, 修正 为 满足 Kilter 条 件 
所 需要 修改 的 量 (假设 保持 节点 上 的 势 不 变 ), 记 为 K(zi ) 或 心 , 即 
| 六 一 占 |， 当 >0 时 ， 
lz 一 1， 当 号 <0 时 ， 


K(zi)=ks = xs» 当 必 =0 且 xz,<is 时 ， 
Ty— ys 当 必 =0 且 zx >>ws 时 ， 
0， 其 他 . 


瑕 疯 算 法 的 思想 就 是 要 在 算法 过 程 中 使 弧 上 的 Kilter 数 不 断 下 降 , 最 后 降 为 0. 瑕 疯 算 
法 仍然 是 在 残 量 网 络 上 对 弧 上 的 流量 进行 操作 ,但 由 于 算法 并 不 要 求 在 执行 过 程 中 的 流 一 
定 满足 容量 约束 ,因此 以 前 我 们 定义 的 残 量 网 络 的 构造 方法 不 一 定 够 用 ,所 以 我 们 下 面 首先 
给 出 这 时 残 量 网 络 的 构造 方法 . 

从 前 面 的 讨论 中 我 们 知道 ,构造 残 量 网 络 的 基本 想法 是 : 把 原 网 络 中 可 能 增加 流量 的 
弧 (前 向 弧 ) 或 可 能 减少 流量 的 弧 ( 反 向 弧 ) 纳 入 残 量 网 络 . 因此 ,对 于 一 个 可 能 不 满足 容量 约 
束 的 流 x, 其 残 量 网 络 N(x) 的 构造 方法 如 下 : 

《1) 对 于 满足 容量 约束 的 缴 , 即 当 ls 二 zs wj 时 ,其 处 理 与 前 面 章节 中 的 讨论 是 一 样 
的 . 如 果 zi 过 wi ，, 则 弧 (i7) 属 于 残 量 网 络 ,残留 容量 为 wi 一 zx; ,费用 为 ci ;如 果 六 二 与 , 则 
弧 (j, 店 属于 残 量 网 络 ,残留 容量 为 zy 一 与 ,费用 为 一 cy 
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(2) 对 于 不 满足 下 容量 约束 的 弧 , 即 当 zx; 二 1; 时 ,为 了 降低 不 可 行 的 程度 , 弧 上 的 流量 
应 当 增 加 . 此 时 弧 (i,7 思 属于 残 量 网 络 ,残留 容量 为 1; 一 zi ,费用 为 cy. 

(3) 对 于 不 满足 上 容量 约束 的 弧 , 即 当 zi 二 由 时 ,为 了 降低 不 可 行 的 程度 , 弧 上 的 流量 
应 当 减 少 .此 时 弧 (j, 疏 属于 残 量 网 络 ,残留 容量 为 x; 一 w;， 费 用 为 一 c. 

从 这 一 构造 过 程 可 以 知道 , 原 网 络 中 的 任何 一 条 瑕 竟 弧 一 定 会 在 残 量 网 络 中 得 到 反映 
《〈 即 瑕 疯 弧 不 是 以 前 向 弧 的 形式 出 现在 残 量 网 络 中 ,就 会 以 反 向 弧 的 形式 出 现 ), 为 了 叙述 的 
方便 ,我 们 下 面 有 时 直接 说 残 量 网 络 中 的 某 条 弧 是 瑕 疯 弧 ,意思 是 指 它 对 应 的 原 网 络 中 的 那 
条 弧 为 瑕 疣 弧 . 更 进一步 ,根据 原 网 络 中 弧 上 的 Kilter 数 的 定义 ,我 们 可 以 直接 在 残 量 网 络 
中 定义 弧 上 的 Kilter 数 ,分 3 种 情况 讨论 如 下 : 

(1) 残 量 网 络 中 的 弧 (i7) 在 原 网 络 中 对 应 的 弧 上 的 流量 满足 容量 约束 . 如 果 c; 宇 0, 那 
么 令 其 Kilter 数 为 0, 即 (i, 站 是 无 瑕 弧 ; 如 果 c; 过 0, 那 么 令 其 Kilter 数 为 残留 容量 , 即 (i,j) 
是 瑕 症 弧 . 

(2) 残 量 网 络 中 的 弧 (i 力 在 原 网 络 中 对 应 的 弧 上 的 流量 不 满足 下 容量 约束 (xz, <<4, )， 
此 时 (i, 让 是 瑕 症 弧 , 且 当 ;之 0 时 其 Kilter 数 等 于 (i,7 的 残留 容量 4, 一 zy ; 当 c5 过 0 时 其 
Kilter 数 等 于 ww 一 zu 

(3) 残 量 网 络 中 的 弧 (7) 在 原 网 络 中 对 应 的 弧 上 的 流量 不 满足 上 容量 约束 (zi 之 uw )， 
此 时 (i7) 是 瑕 疲 弧 , 且 当 引 二 0( 即 吃 <<0) 时 其 Kilter 数 等 于 ,一 4; 当 必 志 0( 即 6; 宇 0) 时 
其 Kilter 数 等 于 zj 一 局 。 

瑕 症 算 法 是 由 Yakovleva(1959), Minty(1960), Fulkerson (1961) 等 人 分 别 独立 提出 
的 ,Aashtiani 和 Magnanti(1976) 给 出 了 该 算法 的 一 种 高 效率 的 实现 方法 . 该 算法 可 描述 
如 下 : 


瑕 疫 算 法 (计算 最 小 费用 循环 流 x) 

STEP0 给 出 初始 势 和 初始 循环 流 ( 如 x 一 0,x 一 0). 

STEP1 计算 弧 上 的 Kilter 数 . 若 网 络 中 不 存在 瑕 症 弧 , 则 已 经 得 到 最 优 解 ,计算 结束 ; 否 
则 在 残 量 网 络 N(x) 中 ,选择 一 条 瑕 症 弧 (p,q) ,继续 下 一 步 . 

STEP2 在 NGCON{(9,P)} 中 ,以 maxt0,cG } 为 (iv) 弧 的 弧 长 ,计算 从 节点 9 到 所 有 节点 i 的 最 短 
路 路 长 dzD ,并 记 从 节点 9 到 节点 p 的 最 短路 为 P. 令 t= 二 zt 一 d(i) ,继续 STEP3. 

STEP3 若 ( 记 ,9) 仍 为 甫 竟 弧 , 则 沿 PU{(p,q)} 确 定 的 增 广 轿 增 广 流量 ( 增 广 的 流 值 为 该 
增 广 图 的 容量 ) , 转 STEP1; 否 则 直接 转 STEP1. 


上 面 的 算法 主要 包括 两 个 过 程 : 一 是 对 节点 上 势 的 修改 ,一 是 沿 增 广 转 增 广 流量 . 下 面 
两 个 引 理 可 以 说 明 此 算法 是 正确 的 最 小 费用 循环 流 算法 . 
引 理 6.6 在 甫 疯 算 法 中 ,对 节点 上 势 的 修改 不 会 增加 任何 弧 上 的 Kilter 数 . 
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证 明 对 残 量 网 络 N(x) 的 一 条 纺 (i,j) 隆 (p,q), 由 最 短路 方程 得 d(j) 夺 d (让 十 
max{0,(3}, 即 d( 让 一 d(j) 宇 一 max{0,c;). 记 修改 后 的 势 x 二 x 一 4( 站 , 则 
ci —x ta = 0 — (md)) + — di) 
$+ (dD) —d() > — max{0,c}. 


所 以 , 当 必 宇 0 时， 
2c; —max{0,c;}=03 (6. 26) 
当 忆 过 0 时 ， 
0 —max{0,c}=c;, (6.27) 
而 对 于 缴 (i, 站 二 (p,q), 由 于 d(q)=0,d(p)>0, 所 以 
—x +r = 6 — (rm—d(i)) + — dd)) 
后 十 diD >6. (6. 28) 

从 Kilter 数 的 定义 我 们 可 以 知道 : 当 弧 上 流量 保持 不 变 时 ,只 有 c5 的 符号 改变 时 , 弧 上 
的 Kilter 数 才 可 能 改变 . 下 面 分 别 对 几 种 情况 讨论 : 

(1) 残 量 网 络 中 的 弧 (i,7) 在 原 网 络 中 对 应 的 弧 上 的 流量 满足 容量 约束 . 此 时 ,如 果 
(i 力 关于 是 无 瑕 弧 ( 其 Kilter 数 为 0), 则 弛 三 0, 由 式 (6. 26) 知 cf 三 0, 所 以 (关于 普 
仍然 是 无 束 弧 . 此 外 ,如 果 (i7) 关 于 是 瑕 疯 弧 (其 Kilter 数 必然 等 于 (i,7) 的 残留 容量 ), 则 
3 过 0, 由 式 (6. 27) 和 式 (6, 28) 知 c 三 弛 ,所 以 (i 力 关 于 邓 要 么 是 无 瑕 弧 ( 即 cf 三 0) ,要 么 
仍然 是 下 六 弧 ( 即 cy 二 0, 此 时 其 Kilter 数 在 节点 上 势 的 修改 前 后 都 等 于 (i,j) 的 残留 容 
量 ). 无 论 哪 种 情况 ,节点 上 势 的 修改 都 不 会 增加 任何 弧 上 的 Kilter 数 . 

(2) 残 量 网 络 中 的 弧 (i, 让 在 原 网 络 中 对 应 的 弧 (i,j) 上 的 流量 不 满足 下 容量 约束 (x 一 
4 ), 此 时 在 节点 上 势 的 修改 前 后 (i,j) 一 定 都 是 瑕 盖 弧 . 当 c; 宇 0 时 ,由 式 (6. 26) 和 
式 (6.28) 知 c 三 0, 其 Kilter 数 在 节点 上 势 的 修改 前 后 都 等 于 (i,j) 的 残留 容量 4, 一 zx. 当 
c<0 时 ,由 式 (6.27) 和 式 (6.28) 知 c 三 避 . 若 cf 二 0, 则 其 Kilter 数 在 节点 上 势 的 修改 前 
后 都 等 于 邮 一 zi 若 扣 三 0, 则 (i7) 关 于 大 的 Kilter 数 等 于 心 一 入 四 一 局 .无论 哪 种 情 
况 ,节点 上 势 的 修改 都 不 会 增加 任何 弧 上 的 Kilter 数 . 

(3) 残 量 网 络 中 的 弧 (iv7) 在 原 网 络 中 对 应 的 弧 (7,i 上 的 流量 不 满足 上 容量 约束 ( 立 二 
ww)， 此 时 在 节点 上 势 的 修改 前 后 (i, 站 一 定 都 是 瑕 六 弧 . 在 节点 上 势 的 修改 之 前 ,当中 >0 
时 其 Kilter 数 等 于 xz; 一 4 ; 当 c; 过 0 时 其 Kilter 数 等 于 z; 一 uw 过; 一 4. 或 者 等 价 地 说 , 当 
过 号 <0 时 其 Kilter 数 等 于 xx; 一 4 ; 当 G; 二 一 中 宇 0 时 其 Kilter 数 等 于 zi 一 wj 二; 一 
,与 情况 (2) 类 似 讨论 可 知 ,节点 上 势 的 修改 都 不 会 增加 任何 弧 上 的 Kilter 数 . 

综 上 所 述 , 引 理 成 立 . 口 

引 理 6.7 在 瑕 疯 算 法 中 , 沿 增 广 圈 PU{(p,9)} 增 广 流量 不 会 增加 任何 弧 上 的 Kilter 
数 , 且 弧 (p,q) 的 Kilter 数 严格 减少 . 

证 明 沿 增 广 圈 PU{(p,q)} 增 广 流量 只 可 能 改变 圈 上 的 弧 及 其 反 向 弧 的 Kilter 数 . 
显然 ,流量 增 广 不 改变 容量 可 行 弧 的 容量 可 行 性 . 对 于 增 广 圈 上 容量 不 可 行 ( 即 流量 不 满足 
容量 约束 ) 的 弧 (i,7), 则 流量 增 广 后 该 弧 的 Kilter 数 一 定 严格 下 降 , 且 由 残 量 网 络 的 构造 方 
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法 可 知 , 不 会 在 残 量 网 络 中 加 入 新 的 弧 (j,i. 所 以 下 面 只 考虑 增 广 团 上 的 容量 可 行 的 弧 . 

对 于 最 短路 P 上 的 容量 可 行 弧 〈i,7 思 ,由 最 短路 方程 有 dG) 一 di) 十 maxf0,c) 之 
d( 站 十 G3 ,所 以 

= —A ta = — (md)) + —d))) 
= +(dD— dj) <o0. 
因此 , 若 弧 (iv7) 在 原 网 络 中 对 应 的 弧 为 (i,7, 则 流 的 增 广 不 会 增加 其 Kilter 数 , 且 当 c 过 0 

时 实际 上 会 严格 减少 其 Kilter 数 .车 弧 (i, 由 在 原 网 络 中 对 应 的 缴 为 (j, 让 , 则 由 所 二 一 必 宇 0 
可 知 , 流 的 增 广 也 不 会 增加 其 Kilter 数 , 且 当 c; <0 时 实际 上 会 严格 减少 其 Kilter 数 . 

注意 到 沿 容量 可 行 弧 0i,7) 的 增 广 可 能 会 在 残 量 网 络 中 加 入 新 的 弧 (j, 店 . 但 由 于 必 一 
一 必 宇 0, 所 以 在 残 量 网 络 中 新 加 入 的 弧 (j, 店 是 满足 Kilter 条 件 的 . 

最 后 看 看 弧 (p,q) ,也 只 需要 分 析 它 为 容量 可 行 的 弧 的 情况 . 由 算法 STEP3, 只 有 它 为 
瑕 疫 弧 时 才 进行 增 广 , 即 c% 二 0, 因 此 增 广 会 严格 减少 其 Kilter 数 . 此 外 ,由 于 吃 一 一 响 二 
0, 因 此 增 广 也 不 会 使 (g,p) 成 为 残 量 网 络 中 的 瑕 盖 弧 ， 

综 上 所 述 , 引 理 得 证 . 口 

例 6.5 用 瑕 症 算 法 计算 如 图 6.8(a) 所 示 网 络 中 的 最 小 费用 循环 流 (图 中 弧 上 的 前 两 
个 数字 分 别 表示 弧 上 的 容量 下 界 和 上 界 , 第 3 个 数字 表示 弧 上 的 单位 费用 ). 


0 


图 6.8 瑕 疯 算 法 计算 最 小 费用 流 的 例子 ( 例 6. 5) 
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从 初始 势 x 一 0 和 初始 循环 流 x 二 0 开始 计算 . 计算 弧 上 的 各 种 状态 量 和 Kilter 数 ; 


弧 如 四 x 加 四 
(1.2) 2 4 0 3 3 2 
(2,3) 1 2 0 2 2 1 
(2,4) 0 1 0 1 1 0 
(3D) 2 5 0 2 2 2 
(3,4) 1 2 0 4 4 1 
(4,5) 2 3 0 5 5 2 
(813) 0 3 0 3 3 0 


此 时 网 络 中 存在 正 疫 弧 . 构造 残 量 网 络 N(x) 如 图 6. 8(b) 所 示 ( 图 中 弧 上 的 第 1 个 数字 
表示 弧 上 的 残留 容量 ,第 2 个 数字 表示 弧 上 的 变换 后 的 费用 c;). 

在 残 量 网 络 N(x) 中 ,选择 一 条 瑕 撤 弧 (p,q) 一 (1,2). 在 NOGON(CG2,1)) 二 N(x) 中 ,以 
max{0,c3} 一 上 为 (i7) 弧 的 弧 长 ,计算 从 节点 9 一 2 到 所 有 节点 i 的 最 短路 路 长 4 (1) 二 4， 
d(2)==0,d(3)=2,d(4)= 二 1,d(5) 二 6, 即 d= 二 (4,0,2,1,6). 从 节点 9 一 2 到 节点 =1 的 最 
短路 P 为 2-3-1. 令 ze 二 x 一 d( 让 ,得 x 为 (一 4,0, 一 2, 一 1, 一 6). 易 知 (p,q) 二 (1,2) 仍 为 瑕 
疲 弧 ,所 以 治 PU{Cp,q)} 二 2-3-1-2 确定 的 增 广 圈 增 广 流量 ( 增 广 的 流 值 为 该 增 广 圈 的 容 
量 1). 此 时 计算 弧 上 的 各 种 状态 量 和 Kilter 数 得 : 


弧 已 uy xy cy 三 好 
(1,2) 和 FE 1 a 7 1 
(2,3) 1 2 1 2 0 0 
(2,4) 0 1 0 1 0 0 
(3,1) 2 外 1 2 0 
(3，4) 1 2 0 4 5 
(4,5) 者 3 0 5 0 2 
(5.3) 0 3 0 3 7 0 


网 络 中 仍然 存在 下 疫 弧 . 构造 残 量 网 络 N(x) 如 图 6. 8(c) 所 示 . 在 残 量 网 络 N(x) 中 ， 
仍然 选择 瑕 疫 弧 (p,g) 一 (1,2). 在 NGxz)N{(2,1)} 一 NOz) 中 ,以 maxt0,c3} 一 cy 为 (i7) 弧 
的 弧 长 ,计算 从 节点 9 一 2 到 所 有 节点 i 的 最 短路 路 长 , 即 4 二 (0,0,0,0,0). 从 节点 9 一 2 到 
节点 p=1 的 最 短路 P 仍 为 2-3-1. 令 x 一 x 一 d( 让 ,得 x 二 (一 4,0, 一 2, 一 1, 一 6). 易 知 (p， 
g) 一 (1,2) 仍 为 甫 疣 弧 , 所 以 沿 PU1{(p,q)} 二 2-3-1-2 确定 的 增 广 图 增 广 流量 ( 增 广 的 流 值 
为 该 增 广 圈 的 容量 1). 此 时 计算 弧 上 的 各 种 状态 量 和 Kilter 数 得 : 
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弧 已 us J co hk 
01,2) 2 4 2 3 7 0 
《2.3) 1 2 2 2 0 0 
(2.4) 0 1 0 1 0 0 
(3.1) 攻 5 2 2 0 0 
C3.4) 1 2 0 4 5 1 
(4.5) 2 3 0 5 0 2 
(5,3) 0 条 0 3 7 0 


网 络 中 仍然 存在 正 症 弧 . 构造 残 量 网 络 N(x) 如 图 6. 8(d) 所 示 . 在 残 量 网 络 N(x) 中 , 选 
择 一 条 瑕 疲 弧 ( 户 ,g) 一 (3,4). 在 NCz)N{(4,3)} 王 NOx) 中 ,以 maxf0,c3) 一 cv 为 (ij) 弧 的 
弧 长 ,计算 从 节点 9 一 4 到 所 有 节点 i 的 最 短路 路 长 , 即 4 二 (7,7,7,0,0). 从 节点 4=4 到 节 
点 =3 的 最 短路 局 为 4-5-3. 令 x 二 x 一 d( 站 ,得 x = 二 (一 11, 一 7, 一 9, 一 1, 一 6). 易 知 (p， 
二 (3,4) 仍 为 瑕 琨 弧 , 所 以 沿 PU{Cp,q)} 二 4-5-3-4 确定 的 增 广 圈 增 广 流量 ( 增 广 的 流 值 
为 该 增 广 圈 的 容量 1). 此 时 计算 弧 上 的 各 种 状态 量 和 Kilter 数 得 : 


四 六 二 过 现 可 i 
TD 4 2 3 7 0 
(2.3) 2 2 2 0 0 
(2,4) 0 1 0 1 7 0 
(3.1) 5 2 这 0 0 
(3,4) 1 2 1 4 12 0 
(4.5) 2 3 1 5 0 1 
(5,3) 0 3 1 3 0 0 


网 络 中 仍然 存在 瑕 辣 弧 . 爸 造 残 量 网 络 N(x) 如 图 6. 8(e) 所 示 . 在 残 量 网 络 N(x) 中 , 选 
择 一 条 瑕 证 弧 (p,g) 二 (4,5). 在 NCONf(G5,4)} 二 N(x) 中 ,以 max{0,c; 为 (ij) 弧 的 
弧 长 ,计算 从 节点 g=5 到 所 有 节点 i 的 最 短路 路 长 , 即 d= 二 (0,0,0,7,0). 从 节点 g=5 到 节 
点 pp 二 4 的 最 短路 局 为 5-3-2-4. 今 xx 二 x 一 d (站 ,得 x 11, 一 7, 一 9, 一 8, 一 6). 易 知 
(p,9) 二 (4,5) 仍 为 瑕 梳 弧 ,所 以 沿 PU1{(p,q)} 三 5-3-2-4-5 确定 的 增 广 图 增 广 流量 ( 增 广 
的 流 值 为 该 增 广 圈 的 容量 1). 此 时 计算 弧 上 的 各 种 状态 量 和 Kilter 数 得 : 


弧 ls uy 2 cs o ky 
(1.2) 区 4 EE 与 奸 0 
(2,3) 1 2 1 2 0 0 
(2,4) 0 1 到 0 0 
(3,1) 2 5 2 2 0 0 
(3,4) 1 2 1 4 5 0 
(4,5) 2 3 5 7 0 
(5,3) 0 3 2 3 0 0 
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此 时 网 络 中 不 存在 环 疯 弧 ,因此 已 经 得 到 最 小 费用 循环 流 . 最 小 费用 循环 流 如 图 6.8(f). 
口 
算法 复杂 度 分 析 : 从 算法 的 过 程 可 以 看 出 ,每 次 循环 迭代 修改 图 上 的 流 值 和 节点 上 的 
势 各 一 次 ,并 使 所 有 统 上 的 总 Kilter 数 至 少 下 降 1 个 单位 . 设 初始 流 和 势 对 应 的 总 Kilter 数 
为 K, 则 总 迭代 次 数 不 会 超过 K. 记 求解 非 负 弧 长 网 络 的 最 短路 算法 的 复杂 度 为 SC(n,m， 
C), 则 本 算法 复杂 度 为 OCK S (n,m,nC)). 特别 地 , 当 取 初始 流 x 一 0 时 ,由 于 每 条 弧 上 的 
Kilter 数 不 超 过 U, 算 法 复杂 度 可 以 写成 为 OOmU SCn,m',nC)). 由 此 可 以 看 出 , 瑕 疯 算 法 仍 
然 不 是 多 项 式 时 间 算法 . 


6.5 松弛 算法 


对 于 具有 复杂 约束 的 优化 问题 ,特别 是 整数 规划 问题 ,Lagrange 松弛 方法 是 一 种 常用 
的 技巧 . 在 最 小 费用 流 问题 的 线性 规划 模型 中 ,流量 守恒 方程 (6. 1) 是 一 个 非常 基本 的 约束 ， 
如 果 对 该 约束 进行 松弛 ,结果 会 如 何 呢 ? 
对 约束 (6. 1) 引 入 Lagrange 乘 子 x,( 仍 然 称 为 i 节点 上 的 势 ,由 于 约束 (6. 1) 为 等 式 ,所 
以 r 没有 符号 限制 ), 则 得 到 如 下 的 Lagrange 松弛 问题 : 
LR(x)= min c(x,x) 


= DorthDr(d— Drt Dx) (6. 29) 
外 


ca nr” fen 
st 0<r Su, Vi E A. (6. 30) 
式 (6.29) 可 以 等 价 地 写成 
LR(x)= min c(x,z) = > (ci 一 二 十 mi)zy 十 Dd 
和 


UNEA 


= BD) crst Ddir. (6. 29a) 


CEA 


a 

对 于 给 定 的 势 x ,可 以 很 容易 得 到 以 上 Lagrange 松弛 问题 的 最 优 值 LR(x ): 如 果 
台 盖 0, 则 令 zy 二 0( 下 界 ) ;如果 c 过 0, 则 令 zy 三 ws (上 界 ); 如 果 二 0, 则 zs 可 以 是 从 0 到 
wu; 的 任意 值 . 也 就 是 说 ,此 时 的 流 x 和 势 x 是 满足 互补 松弛 条 件 的 . 如 果 x 又 同时 是 可 行 流 
( 即 满足 流量 守恒 条 件 (6. 1)), 则 x 是 最 小 费用 流 . 一 般 情 况 下 ,x 只 是 伪 流 而 不 是 可 行 流 
( 即 满足 容量 约束 (6. 30) 而 不 满足 流量 守恒 条 件 (6.1)), 此 时 得 到 的 LR(x ) 只 是 最 小 费用 
流 问题 的 一 个 下 界 ( 即 LR(x ) 委 =” ,这 里 z* 表示 最 小 费用 流 问题 的 最 优 值 ). 松弛 算法 的 思 
想 就 是 不 断 改进 x 和 x, 在 保持 互补 松弛 条 件 的 情况 下 ,使 伪 流 x 逐步 改进 为 可 行 流 . 也 就 是 
说 ,使 下 界 LR(x ) 不 断 增加 ,最 后 达到 = . 

定义 6.5 对 于 伪 流 x, 为 了 叙述 的 方便 ,我 们 定义 


eD=dt+ > rr 一 > rn， (6. 31) 


DeEA DeA 
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并 称 e( 让 为 节点 i 的 剩余 (surplus) 或 称 不 平衡 数 (imbalance). 特别 地 , 当 e( 店 二 0 时 , 称 
e( 门 为 节点 i 的 覆 余 (excess); 当 e( 店 二 0 时 , 称 一 e( 站 为 节点 i 的 亏空 (deficit); 当 e(i)==0 
时 , 称 节点 i 为 平衡 点 . 可 见 , 当 x 是 可 行 流 时 ,所 有 节点 都 是 平衡 点 . 
利用 记号 eC 让, 式 (6. 29) 可 以 等 价 地 写成 
LR(x) = min c(x,z) = >) crst Drieli). (6. 29b) 


DEA ‘€ 


与 前 面 的 大 多 数 算法 一 样 ,松弛 算法 仍然 在 残 量 网 络 N(x) 上 操作 . 松弛 算法 以 x 二 0 
和 x 二 0 作为 初始 值 开始 执行 ,并 保持 D3 一 0, 即 总 的 盈余 与 亏空 相等 . 算法 主要 包括 
以 下 两 种 基本 的 改进 操作 过 程 : 四 第 1 类 操作 : 在 势 不 改 变 的 情况 下 ,改进 伪 流 x, 使 其 不 
可 行 的 程度 降低 . 具体 来 讲 ,就 是 在 N(x) 中 找到 从 一 个 赢 余 节点 到 一 个 亏 点 的 一 条 增 
广 路 ,通过 增 广 使 得 至 少 赢 余 节点 的 盘 余 严格 减少 (自然 ,亏空 节点 的 亏空 也 严格 减少 )， 
加 第 2 类 操作 :同时 修改 x 和 <* ,使 得 LRCx ) 严 格 增加 . 

为 了 叙述 的 方便 , 记 N(z) 中 (7 弧 上 的 残留 容量 为 mm. 在 算法 的 操作 过 程 中 ,首先 选 
取 一 个 盘 余 节 以 为 根 构造 N(x) 中 的 一 棵 子 树 , 使 得 树 中 的 弧 (i,j) 都 满足 c; 二 0， 
并 且 树 中 的 节点 都 是 盘 余 点 或 平衡 点 . 记 算法 执行 中 某 一 阶段 构造 的 这 棵 子 树 的 节点 集合 
为 5, 其 余 的 节点 集合 为 5S. 在 N(x) 中 ,集合 S 决 定 了 一 个 割 [S, 引 ,我 们 记 割 中 的 前 向 弧 为 


(5S,S), 反 向 弧 为 (S,S). 由 于 我 们 希望 将 S 中 节点 上 的 赢 余 减少 ,因此 记 
e<(S) = Del), (6. 32) 
r(x ,S) = Di ye (6. 33) 


tpers Di va 

如 果 e(S) 二 r(r ,5S), 则 算法 可 以 执行 前 面 所 说 的 第 2 类 操作 , 即 同时 修改 x 和 x ,使 得 
LRCr ) 严 格 增加 . 具体 如 下 ; 

(1) 算法 首先 沿 (S,5) 中 满足 c; 一 0 的 弧 增 广 流量 使 之 饱和 , 即 流量 达到 残留 容量 的 上 
界 , 从 而 相应 的 弧 不 再 属于 残 量 网 络 ( 其 反 向 弧 则 可 能 进入 残 量 网 络 ). 从 (6. 29a) 可 以 知道 ， 
这 样 对 x 的 修改 不 会 改变 c (x,x) 的 值 ,但 使 得 S 中 的 节点 上 的 总 芥 余 减少 . 由 于 e(S) 二 
r(x ，S), 因 此 增 广 后 S 中 的 节点 上 的 总 重 余 e(S) 一 r(x ,S) 仍 然 为 正 数 . 

(2) 由 于 算法 保持 互补 松弛 条 件 ,因此 对 于 N(x) 中 的 任意 弧 一 定 有 所 三 0. 经 过 增 广 
后 ,前 向 弧 集 (S,5) 中 的 弧 一 定 满足 G5 二 0, 记 G3 中 的 最 小 值 为 a 二 0. 此 时 ,我 们 将 S 中 的 每 
个 节点 上 的 势 增加 a. 这 样 的 操作 只 可 能 使 得 (S,S) 中 的 弧 上 的 号 减少 e ,使 得 (5,S) 中 的 弧 
上 的 中 增加 a, 其 他 弧 上 的 导 不 变 . 因此 ,这 一 操作 完成 之 后 ,对 于 N(x) 中 的 任意 弧 仍 然 满 
足 忆 宇 0, 即 保持 互补 松弛 条 件 . 从 (6. 29b) 可 以 知道 ,这 一 操作 使 得 LR(x ) 的 值 增加 
(e(S) 一 r(r ,S))a. 

如 果 e(S) 拓 ~(r ,5S), 则 算法 可 以 执行 前 面 所 说 的 第 1 类 操作 , 即 修改 x, 使 得 e(S) 严 格 
减少 . 具体 如 下 : 
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由 于 r(x ,S) 三 e(S)>0, 因 此 (S,S) 中 至 少 有 一 条 弧 (ij) 满 足 号 一 0. 如果 e(G) 过 0, 则 
由 S 的 构造 方法 可 知 节点 j 可 以 加 入 到 S 中 ,并 重新 开始 下 一 轮 迭 代 . 如 果 e(j) 二 0, 则 算 
法 沿 子 树 中 从 s 到 j 的 一 条 增 广 路 增 广 流量 . 从 (6. 29a) 可 以 知道 ,这 样 对 x 的 修改 不 会 改 
变 c(x,z) 的 值 ,但 使 得 S 中 的 节点 上 的 总 盈余 减少 . 

松弛 算法 的 具体 过 程 可 以 详细 描述 如 下 : 


松弛 算法 (relaxation algorithm, 计 算 最 小 费用 流 x) 

STEP0 给 出 初始 势 和 初始 流 : x 一 0,x 一 0. 

STEP1 如 果 网 络 中 不 含有 任何 赢 余 节点 和 亏空 节点 , 则 已 经 得 到 最 优 解 ,计算 结束 ;否则 
在 残 量 网 络 N(x) 中 ,选择 一 个 赢 余 节点 s, 令 S={s} ,继续 下 一 步 . 

STEP2 如 果 e(S)>r(r ,S), 则 转 STEP3; 否 则 在 (S,5) 中 选取 一 条 满足 c; 一 0 的 弧 (i， 
门 .车 e(j)<0, 则 转 STEP4; 否 则 令 pred(j) =i,S=SU (7) ,继续 重复 STEP2. 

STEP3 首先 沿 (S,S) 中 所 有 满足 c; =0 的 弧 (i,7) 增 广 流量 使 之 饱和 ,然后 将 S 中 的 每 个 
节点 上 的 势 增 加 a 二 min{c; (ij)E(S,S)，m 二 0}. 转 STEP1. 

STEP4 根据 pred 中 记录 的 节点 ,确定 子 树 中 从 s 到 j 的 一 条 增 广 路 P. 沿 了 增 广 流量 6 二 
min{e(s),—e(j) ,min{rs |(i,)) EP)}. 转 STEP1. 


上 而 的 算法 中 STEP3 执行 的 是 第 2 类 操作 ,STEP4 执行 的 是 第 1 类 操作 . 从 前 面 的 构 
造 过 程 可 以 说 明 算法 如 果 能 够 终止 , 则 一 定 求 到 了 最 优 解 . 下 面 我 们 说 明 当 给 定 的 数据 都 是 
整数 时 ,算法 一 定 在 有 限 步 内 终止 ,因此 算法 是 正确 的 . 

例 6.6 用 松弛 算法 计算 如 图 6. 9(a) 所 示 网 络 中 的 最 小 费用 流 ( 图 中 弧 上 的 前 一 个 数 
字 表 示 弧 的 容量 ,后 一 个 数字 表示 弧 上 的 单位 费用 ;节点 上 的 数字 表示 供需 量 ). 

从 初始 势 和 初始 流 (x 二 0,x 三 0) 开 始 计算 .第 1 次 迭代 过 程 为 : 

STEP1 由 于 网 络 中 含有 赢 余 节点 和 亏空 节点 ,所 以 在 残 量 网 络 N(x) 二 NN 中 选择 一 
个 赢 余 节 点 * 一 1, 令 S 王 {5} 二 {1} ,继续 下 一 步 . 

STEP2 计算 知 e(S)=3,r(x ,S) 一 0. 所 以 e(S)>r(r ,5S), 转 STEP3. 

STEP3 〈S,5) 中 没有 满足 c; 二 0 的 弧 (i,7) ,因此 不 必 执 行 增 广 流量 的 操作 . 计算 可 知 
a 三 min{cfz ,cf } 一 1, 所 以 令 m 一 mm 十 ec 一 1. 转 STEP1. 

第 2 次 迭代 过 程 为 : 

STEP1 由 于 网 络 中 含有 赢 余 节点 和 亏空 节点 ,所 以 在 残 量 网 络 N(x) 二 NN 中 选择 一 
个 赢 余 节点 ;=1, 令 S={s} 二 11}) ,继续 下 一 步 . 

STEP2 计算 知 e(S)=3,r(x ,S) 一 ms 一 2〈 因 为 此 时 中 一 0). 所 以 e<(S)>r(r ,5S), 转 
STEP3. 

STEP3 〈S,S) 中 满足 号 一 0 的 弧 只 有 (1,3), 因 此 执行 增 广 流量 的 操作 得 za 一 2. 计 
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图 6.9 松弛 算法 计算 最 小 费用 流 的 例子 ( 例 6.6) 


算 可 知 c 一 min{cf: } 一 4, 所 以 令 r 一 十 一 5. 转 STEP1. 

第 3 次 迭代 过 程 为 : 

STEP1 由 于 网 络 中 含有 赢 余 节 点 和 亏空 节点 ,所 以 构造 残 量 网 络 N(x) 如 图 6.9(b). 

在 残 量 网 络 N(x) 中 选择 一 个 赢 余 节点 ;二 1, 令 S= 二 {s} 二 {1) ,继续 下 一 步 . 

STEP2 计算 知 e(S)=1,r(x ,S)==ri 一 2 (因为 此 时 号 一 0). 由 于 e(S)<r(r ,S) 且 
e(2) 二 2 之 0, 所 以 令 pred(2)=1,S=SU{2}=(1,2) ,继续 重复 STEP2. 

STEP2 计算 知 <(S) 一 3,r(x ,S) 一 0. 由 于 e(S)>r(r ,S), 转 STEP3. 

STEP3 计算 可 知 < 一 min{ci ,cs } 一 2, 所 以 令 m 一 mm 十 ae 一 7,xa 一 me 十 ac 一 2. 转 
STEP1. 

第 4 次 迭代 过 程 为 : 

STEP1 在 残 量 网 络 N(x) 中 选择 一 个 赢 余 节点 ;二 1, 令 S 二 {s} 二 {1} ,继续 下 一 步 . 

STEP2 计算 知 e(S) 二 1,r(x ,S) 一 ms 一 2 (因为 此 时 cis 二 0). 由 于 e(S)<r(x ,S) 且 
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<c(2) 一 2 盖 0, 所 以 令 pred(2) 一 1,S 一 SU {2}==11,2}), 继 续 重 复 STEP2. 

STEP2 计算 知 e(S)=3,r(x ,S)==0. 由 于 e(S)>r(x ,S), 转 STEP3. 

STEP3 (S,S) 中 满足 cj ==0 的 弧 只 有 (2,4), 因 此 沿 2-4 执行 增 广 流 量 的 操作 得 
ai 二 1. 计算 可 知 ae 一 min{G} 一 2, 所 以 令 mm 二 mm 十 a 二 9,xz 二 x 十 a 二 4. 转 STEP1. 

第 5 次 迭代 过 程 为 : 

STEP1 构造 残 量 网 络 N(x) 如 图 6. 9(c). 

在 残 量 网 络 N(x) 中 选择 一 个 赢 余 节 , 令 5={s} 二 {1} ,继续 下 一 步 . 

STEP2 计算 知 e(S) 二 1,r(x ,S)=r 二 2 (因为 此 时 dfs 二 0). 由 于 elS)<r(x ,S) 且 
e(2) 二 2>0, 所 以 令 pred(2)=1,S =SU {2}=={1,2} ,继续 重复 STEP2. 

STEP2 计算 知 e(S)=2,r(x,，S) 二 rs 二 3 (因为 此 时 c= 0). 由 于 
e(S)<r(x ,S) 上 且 e(3) 一 1 二 0, 所 以 令 pred(3) 一 2,S 二 SU (3) 二 {1,2,3} ,继续 重复 STEP2. 

STEP2 计算 知 e(S)=3,r(x,，S) 二 rw 二 5 (因为 此 时 c% =0). 由 于 
e(S)<r(x ,S$) 且 e(4)= 一 3<0, 所 以 转 STEP4. 

STEP4 根据 pred 中 记录 的 节点 ,确定 子 树 中 从 s=1 到 节点 j=4 的 一 条 增 广 路 P= 
1-2-3-4. 沿 局 增 广 流量 3=min{e(s) ,一 e( 门 ,min{ry |1(i,j)EP}}=e(s)==1, 得 zs 二 zn: 
xu 二 1, 转 STEP1. 

第 6 次 迭代 过 程 为 : 

STEP1 构造 残 量 网 络 N(x) 如 图 6.9(d). 

在 残 量 网 络 N(x) 中 选择 一 个 赢 余 节 点 ;一 2, 令 S= (9) =={2) ,继续 下 一 步 . 

STEP2 计算 知 e(S) 二 1,r(x ,5S) 二 min{ra,ra) 三 1 (因为 此 时 c% = 二 0), 由 于 
e(S)<r(x ,S) 且 e(1)=0, 所 以 令 pred(1)==2,S 二 SU11)=={1,2) ,继续 重复 STEP2. 

STEP2 计算 知 eC(S) 二 1,r(x ,S) 二 rs 一 2( 因 为 此 时 避 二 0), 由 于 e(S)<rlx,S) 且 
e(3) 二 1 之 0, 所 以 令 pred(3)=2,S =SU1{3} 一 {1,2,3} ,继续 重复 STEP2. 

STEP2 计算 知 e(S)=2,r(r ,S)==ry; 一 3 (因为 此 时 c= 二 0). 由 于 e(S)<rCx ,S) 且 
e(4) 一 一 2 一 0, 所 以 转 STEP4. 

STEP4 根据 pred 中 记录 的 节点 ,确定 子 树 中 从 *=1 到 节点 j= 二 4 的 一 条 增 广 路 P= 
2-3-4. 沿 己 增 广 流量 5 一 minfe(y) ,一 e()),min{ry1(i,j) EP}}=e(s) 二 1, 得 zs 二 zy 二 2. 
转 STEP1. 

第 7 次 迭代 过 程 为 : 

STEP] 构造 残 量 网 络 N(x) 如 图 6. 9(e). 

在 残 量 网 络 N(x) 中 选择 一 个 赢 余 节点 ;二 3, 令 S={s} 二 {3} ,继续 下 一 步 . 

STEP2 计算 知 e(S) 一 1,r(r ,S) 一 mintrayra} 一 2 (因为 此 时 cc 二 0). 由 于 
e(S)<r(x ,S) 目 e(4) 王 一 1 一 0, 所 以 转 STEP4. 

STEP4 根据 pred 中 记录 的 节点 ,确定 子 树 中 从 * 一 3 到 节点 j 二 4 的 一 条 增 广 路 已 一 
3-4. 沿 也 增 广 流量 3 一 minfe(s) ,一 ecC),minfrm |(i 门 EP)) 一 e(s) 一 1 得 zx 一 3. 转 
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STEP1. 
此 时 网 络 中 不 含有 任何 赢 余 节点 和 亏空 节点 ,已 经 得 到 最 优 解 , 即 最 小 费用 流 如 
图 6.9( 人 所 示 . 口 


算法 复杂 度 分 析 : 当 给 定 的 数据 都 是 整数 时 ,算法 每 执行 1 次 第 2 类 操作 , 则 LR(r ) 至 
少 增加 1 个 单位 . 算法 开始 时 LR(x ) 二 0, 且 算法 执行 过 程 中 LR(x ) 不 可 能 超过 最 小 费用 
的 上 界 mCU. 因此 STEP3 最 多 执行 mCU 次 .算法 每 执行 1 次 第 1 类 操作 , 则 总 赢 余 至 少 减 
少 1 个 单位 ,而 总 赢 余 不 可 能 超过 其 上 界 (m 十 w)U, 因 此 在 两 次 连续 的 第 2 类 操作 之 间 , 执 
行 第 1 类 操作 (STEP4) 的 次 数 也 是 有 限 的 ,不 超过 (m 十 YU 二 OCm 吕 次 . 进一步 ,由 于 执行 
1 次 第 1 类 操作 (包括 构造 增 广 路 的 STEP2 在 内 ) 的 复杂 度 为 O(mn) ,因此 算法 的 总 时 间 复 
杂 度 为 OCmCUmU mn) 二 O(nm*CU). 

从 理论 分 析 角 度 看 ,这 一 复杂 度 结果 显然 远 远 高 于 我 们 前 面 介绍 的 各 种 算法 的 复杂 度 ， 
但 是 ,大 量 的 计算 测试 表明 ,松弛 算法 的 实际 计算 效率 非常 高 ,是 目前 实际 计算 效率 最 高 的 
两 个 算法 之 一 ( 另 一 个 算法 是 网 络 单纯 形 方法 ,我们 将 在 6. 6 节 进 行 介绍 ). 仔细 分 析 可 以 看 
出 ,松弛 算法 每 次 也 是 沿 最 小 费用 路 ( 即 满足 c; =0 的 弧 (i,7) 所 组 成 的 增 广 路 ) 增 广 流量 ， 
因此 与 最 小 费用 路 算法 有 许多 共同 之 处 .但 是 ,松弛 算法 通过 利用 额外 的 中 间 信 息 计算 a 来 
修改 对 偶 变 量 x ,也 许 正 是 这 一 中 间 信 息 的 利用 使 得 松弛 算法 在 实际 计算 中 获得 了 满意 的 
结果 . 

松弛 算法 是 由 Bertsekas 等 于 20 世纪 80 年 代 首 先 提出 的 ,有 兴趣 的 读者 可 以 进一步 参 
看 Bertsekas 的 专著 [4]. 


6.6 网络 单纯 形 算法 


既然 最 小 费用 流 问 题 是 一 个 线性 规划 问题 , 它 自然 应 该 可 以 直接 采用 线性 规划 算法 ,如 
单纯 形 算法 求解 .但 是 ,如 果 不 考虑 这 一 规划 问题 的 网 络 特性 ,而 是 直接 调用 求解 一 般 线 性 
规划 问题 的 单纯 形 算法 来 求解 网 络 优化 问题 ,计算 实验 表明 算法 的 效率 很 差 ( 即 速度 很 慢 ). 
有 趣 的 是 ,如 果 仔 细 分 析 网 络 优化 问题 的 网 络 特性 , 则 可 以 设计 出 特殊 的 单纯 形 算法 ,一 般 
称 为 网 络 单纯 形 算法 (network simplex algorithm). 计算 实验 表明 ,网 络 单纯 形 算法 在 实用 
中 的 计算 效率 很 高 ( 即 速度 很 快 ). 本 节 介 绍 这 一 算法 . 

线性 规划 问题 的 单纯 形 算法 的 一 般 思路 是 : 首先 求 得 问题 的 一 个 基本 可 行 解 ,如 果 它 
不 是 最 优 解 , 则 选择 一 个 进 基 变 量 ( 列 ) 和 一 个 出 基 变 量 ( 列 ) ,通过 旋转 (pivot) 变 换 改进 到 
另 一 个 基本 可 行 解 ,如 此 反复 迭代 ,直到 检验 数 (或 称 相对 费用 ,reduced cost) 都 大 于 等 于 0 
为 止 , 获 得 最 优 解 . 可 以 看 出 ,单纯 形 算法 始终 保持 解 的 原始 可 行 性 ,但 不 一 定 对 偶 可 行 ;一 
旦 达到 最 优 解 , 则 同时 获得 可 行 对偶 解 , 且 互 补 松弛 条 件 成 立 . 算法 的 计算 过 程 通常 利用 单 
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基本 可 行 解 是 由 基 失 阵 所 决定 的 ,所 以 基 矩阵 在 单纯 形 算法 中 是 非常 关键 的 . 为 了 利用 
单纯 形 算法 求解 最 小 费用 流 问 题 ,我 们 首先 必须 清楚 线性 规划 问题 的 基 的 结构 . 对 于 网 络 优 
化 问题 , 基 的 结构 是 非常 特殊 的 ,因此 可 以 避免 显 式 地 列 出 单纯 形 表 . 

不 失 一 般 性 ,我 们 在 以 下 讨论 中 总 是 假设 流 网 络 在 不 考虑 弧 的 方向 时 是 连通 的 〈 和 否则 
该 问题 可 以 自然 地 分 解 为 几 个 小 问题 来 考虑 ). 


6.6.1 算法 的 一 般 思 路 


我 们 首先 考虑 容量 无 限 的 最 小 费用 流 问 题 , 即 假设 所 有 弧 上 的 容量 下 界 为 0, 上 界 为 无 
穷 大 . 对 于 这 一 特殊 问题 ,利用 关联 矩阵 B8, 式 (6. 1) 一 式 (6. 3) 可 以 表示 为 : 


min cTx (6.34) 
s.t. Br=d (6. 35) 
x=0 (6. 36) 


很 清楚 ,约束 条 件 (6. 35) 包 含 n 个 等 式 约束 ,其 中 只 及 n 一 1 个 约束 是 独立 的 ,因此 可 以 任意 
去 掉 其 中 的 某 一 个 约束 . 我 们 在 后 面 的 叙述 中 不 再 对 此 加 以 特别 说 明 . 

引 理 6.8 ”关联 矩阵 中 的 列 构成 一 组 基 的 充 要 条 件 是 它 所 对 应 的 弧 为 支撑 树 . 

证 明 因为 本 节 我 们 已 经 假设 流 网 络 在 不 考虑 方向 时 是 连通 的 ,所 以 r(B) 一 "一 1. 记 
B 的 n 一 1 列 构成 的 子 矩 阵 为 Bi. 

必要 性 : 若 Bi 为 一 组 基 , 则 r(B,) 一 nm 一 1. B 所 对 应 的 ”一 1 条 弧 如 果 不 连 通 ( 不 考虑 
方向 ), 则 至 少 含有 一 个 圈 , 因 此 r(B,) 一 "一 1, 矛 盾 . 因此 B; 所 对 应 的 n 一 1 条 弧 一 定 是 连 
通 的 (不 考虑 方向 ), 即 这 些 弧 构成 一 棵 支撑 树 . 

充分 性 : B, 所 对 应 的 "一 1 条 弧 构成 一 棵 支撑 树 , 则 r(B, ) 一 "一 1. 因此 B, 是 一 组 基 . 

加 

那么 , 当 给 定 了 基 肪 ,如何 确定 变量 的 值 ( 弧 上 的 流 ) 呢 ? 按照 一 般 单纯 形 算法 的 表示 
方法 , 基 变量 的 值 为 Bi'd. 这 里 我 们 把 B 所 对 应 的 弧 集合 (支撑 树 ) 用 T 表示 , 则 所 有 非 树 
弧 ( 非 基 弧 ) 对 应 于 非 基 变 量 ,其 上 的 流量 为 0; 只 有 工 中 的 弧 ( 树 弧 ,或 称 基 弧 ) 对 应 于 基 变 
量 ,其 上 的 流量 可 以 为 正 数 (在 退化 的 情况 下 也 可 能 为 0). 于 是 ,确定 基 变 量 的 值 的 问题 在 
网 络 上 等 价 于 : 当 给 定 了 支撑 树 T 之 后 ,确定 树 弧 上 的 流量 并 使 之 满足 流量 守恒 条 件 
(6. 35). 

对 于 下 中 的 一 条 弧 (i,j), 它 总 是 将 工分 解 为 两 棵 子 树 T, 和 Ti ,并 且 i,j 分 别 属于 T 和 
T. 由 于 了)d, 是 子 树 T; 中 所 有 节点 上 的 供需 量 之 和 ,而 缴 (i,j) 是 子 树 T 和 T 之 间 的 唯一 


iT 


连接 颖 ， 所 以 为 了 使 得 节点 i 和 j 流量 守恒 ， 弧 (i,j) 上 的 流量 必须 是 
了 44( 由 于 Dd 一 0, 所 以 Dd 一 一 闷 4,). 根据 这 样 一 个 性 质 , 我 们 可 以 得 到 一 个 计 


ET 


算 树 弧 上 的 流量 的 快速 算法 : 对 于 树 弧 (ij) ,假设 它 的 其 中 一 个 节点 是 叶子 节点 (不 妨 设 
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为 节点 力 , 则 弧 (ij) 上 的 流量 必须 是 一 d;. 当 弧 (i,j) 上 的 流量 确定 后 ,我 们 可 以 将 (i,j) 从 
本 中 删 去 (自然 ,节点 i 上 的 供需 量 应 当 相应 地 进行 修改 ) ,然后 重复 这 一 过 程 ,直到 所 有 树 弧 
上 的 流量 都 得 到 确定 为 止 . 

但 是 ,上 述 过 程 所 确定 的 流 x 仍然 不 一 定 是 可 行 的 , 即 某 些 树 弧 上 的 流量 可 能 为 负数 . 
我 们 把 使 得 相应 的 流 x 为 可 行 流 的 基 8, 称 为 可 行 基 , 支 撑 树 T 称 为 可 行 树 . 与 单纯 形 算法 
只 对 基本 可 行 解 操作 对 应 ,网 络 单纯 形 算法 只 对 可 行 树 进行 操作 . 为 了 判断 什么 时 候 可 行 树 
所 对 应 的 流 是 最 优 流 , 算 法 仍然 利用 检验 数 ( 相 对 费用 ) 进 行 判断 . 按照 一 般 单纯 形 算法 的 表 
示 方法 ,检验 数 的 值 为 C 一 xB, 这 里 x 为 对 偶 变量 . 对 于 最 小 费用 流 问题 ，(i,7) 弧 对 应 的 检 
验 数 的 值 为 中 一 cy 一 x 十 x (x 为 对 偶 变 量 , 即 节点 上 的 势 ). 下 面 讨论 如 何 快速 地 获得 对 偶 
变量 x 的 值 . 

在 容量 无 限 这 一 特殊 的 问题 中 ,互补 松弛 条 件 (6. 19) 一 (6. 21 ) 为 

当 六 一 0 时 ， < 一 一 四 十 四 志 0; (6.37) 
当 z>0 时 ，< +x;=0. (6. 38) 

假设 我 们 已 经 给 定 了 一 个 基本 可 行 解 x, 基 和 矩阵 所 对 应 的 可 行 树 为 T. 由 于 只 有 树 弧 上 
的 流量 可 以 为 正 数 ,所 以 只 有 树 弧 才 可 能 满足 (6. 38). 支撑 树 上 的 弧 共 有 一 1 条 ,而 对 偶 变 
量 (节点 上 的 势 ) 共 有 n 个 . 在 相差 一 个 常数 的 意义 下 ,由 工 中 的 弧 满足 cy 一 x 十 x = 二 0 可 以 
唯一 地 确定 对 偶 变量 (节点 上 的 势 x,). 具体 来 说 ,我 们 可 以 任意 选 定 一 个 节点 (这 一 节点 通 
常 称 为 “ 根 ”(root)), 令 它 的 势 为 0; 然后 利用 (6. 38) 计 算 与 它 相 邻 的 其 他 节点 上 的 势 ,如 
此 重复 就 可 以 方便 地 获得 所 有 节点 上 的 势 . 如 果 如 此 确定 的 对 偶 变 量 x 同时 使 得 (6. 37) 也 
成 立 , 则 x 就 是 原 问 题 的 最 优 解 . 实际 上 ,约束 (6. 37) 表 示 的 就 是 检验 数 非 负 这 一 最 优 条 件 ， 
或 者 说 正 是 r 为 对 偶 可 行 解 的 要 求 . 

反 过 来 说 ,如 果 不 是 最 优 解 , 则 一 定 存 在 一 条 非 树 弧 ( 户 ,9) 使 得 (6. 37) 不 成 立 , 即 
唤 一 cm 一 六 十 古 天 0. 此 时 , 弧 (p,q) 可 以 进入 基 . 为 了 找 出 原来 基 中 的 一 条 弧 出 基 , 我 们 可 
以 看 出 TU1{(p,q)}) 一 定 含 有 一 个 唯一 的 图 W ,我 们 把 弧 (p,q) 的 方向 定义 为 W 的 方向 .W 
的 费用 为 


CW= D4- Do 


De DEw 
DD 
pew Dew 
= 


即 W 为 一 个 负 费 用 图 ,所 以 沿 W 增 广 流量 将 会 使 得 总 费用 下 降 . 为 了 在 W 中 找 出 一 条 弧 
出 基 ,我们 应 当 令 增 广 的 流量 等 于 多 所 有 弧 上 当前 流量 中 的 最 小 值 ,而 取 到 该 最 小 值 的 弧 
出 基 ( 如 果 W 二 名 , 则 原 问 题 是 无 界 的 , 即 最 小 费用 可 以 趋 于 负 无 穷 大 ). 

基于 以 上 讨论 ,我 们 对 网 络 单纯 形 算法 的 一 般 思路 概括 如 下 : 
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网 络 单纯 形 算法 求解 容量 无 限 的 最 小 费用 流 问 题 

STEP0 获得 一 个 初始 的 可 行 树 及 对 应 的 基本 可 行 解 x( 我 们 将 在 后 面 介绍 具体 方法 ). 

STEP1 计算 对 偶 变 量 x . 

STEP2 判断 是 否 为 最 优 解 ,若是 , 则 停止 ;否则 选 定 一 个 进 基 变 量 ( 即 选 进 基 弧 (p,q)). 

STEP3 选 定 一 个 出 基 变 量 ( 即 选 出 基 弧 ), 如 果 找 不 到 这 样 的 弧 , 则 原 问题 是 无 界 的 , 停 
止 ;否则 进行 下 一 步 . 

STEP4 设 W 为 TUI{(p,q)} 所 含 的 圈 . 沿 W 的 正 向 增 广 流量 , 即 修改 x 及 对 应 的 可 行 树 
T, 回 到 STEP1. 


例 6.7 用 网 络 单纯 形 算法 计算 如 图 6.10(a) 所 示 网 络 中 的 最 小 费用 流 (图 中 弧 上 的 数 
字 表 示 统 上 的 单位 费用 ;节点 上 的 数字 表示 供需 量 ; 假 设 所 有 弧 的 下 容量 为 0, 上 容量 为 
无 穷 ). 
首先 假设 已 经 获得 一 个 初始 的 可 行 树 T={ (1,2),(1,3),(2,4) ). 对 应 的 基本 可 行 解 
x 和 对 应 的 对 偶 变量 x 如 图 6. 10(b) 所 示 《〈 图 中 弧 上 的 数字 表示 树 弧 上 的 流量 x; 令 节点 4 
的 对 偶 变 最为 0, 节点 上 的 数字 表示 对 偶 变量 x ) . 当前 费用 为 6 二 20 一 5 三 21. 对 于 非 树 弧 
计算 ， 
全 一 一 1 一 4 十 11 一 6 之 0， 
< 一 6 一 11 十 4 一 一 1 一 0， 
中 =3 一 11+0= 一 8<0. 
选取 (3,2) 为 进 基 弧 , 负 费 用 圈 色 一 {(3,2),(1,2),(1,3)}. 选 取 (1,2) 为 出 基 弧 , 沿 W 
增 广 3 个 单位 流量 ,修改 对 偶 变量 * ,得 到 如 图 6. 10(c) 所 示 网 络 . 当前 费用 为 一 20 十 18 十 20 
一 18. 对 于 非 树 弧 计 算 : 


ch=2—5+4=1>0,， 
c=—1—4+10=5>0， 
c=3—11+0=—8<0. 
选取 (3,4) 为 进 基 弧 , 负 费 用 圈 双 ={(3,4),(2,4),(3,2)}. 选 取 (1,2) 为 出 基 弧 , 沿 内 
增 广 3 个 单位 流量 ,修改 对 偶 变量 x ,得 到 如 图 6. 10(d) 所 示 网 络 . 当前 费用 为 一 20 十 9 十 8 一 
一 3. 对 于 非 树 弧 计算 


呈 一 2 一 (一 2 十 4 一 8>>0， 
一 下 一 二 十 有 一 一 2 二 05 
6 一 3 十 4 一 7 过 0. 
选取 (2,3) 为 进 基 弧 , 负 费 用 圈 双 ={(2,3),(3,4),(2.4)}. 选取 (2,4) 为 出 基 弧 , 沿 W 
增 广 2 个 单位 流量 ,修改 对 偶 变 量 x ,得 到 如 图 6. 10(e) 所 示 网 络 . 当前 费用 为 一 20 十 15 十 
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图 6.10 松弛 算法 计算 最 小 费用 流 的 例子 ( 例 6.7) 


(一 2) 一 一 7. 对 于 非 树 弧 计 算 ， 
号 一 2 一 (一 2) 十 2 一 6>0， 
=6 一 3 十 2 一 5 之 0， 
和 一 4 一 2 十 0 一 2 之 0. 
此 时 得 到 最 优 解 . 口 


6.6.2 处 理 退化 的 方法 


我 们 在 线性 规划 中 学 过 ,一 般 的 单纯 形 算法 是 可 能 发 生 退 化 甚至 循环 的 . 所 谓 退 化 ,是 
指 某 一 旋转 变换 增 广 的 流量 为 0( 即 出 弧 上 的 流量 在 增 广 前 已 经 为 0) ,因此 并 不 真正 获得 费 
用 的 改进 . 所 谓 循环 ,是 指 存在 一 个 旋转 变换 的 周期 ,此 周期 内 的 旋转 变换 都 是 退化 的 ,因此 
算法 无 法 终止 . 在 网 络 单纯 形 算法 中 ,如 果 不 进行 进一步 的 特殊 处 理 , 则 也 可 能 会 出 现 退 化 
甚至 循环 . 实际 计算 测试 研究 表明 ,网 络 单纯 形 算法 中 往往 90% 以 上 的 旋转 变换 都 是 退化 
的 . 所 以 ,谨慎 地 处 理 退化 对 保证 算法 的 效率 是 非常 关键 的 . 

我 们 说 过 ,网 络 单纯 形 算法 中 实际 上 是 对 可 行 树 进行 操作 . 如 果 算法 能 够 保证 每 次 所 操 
作 的 可 行 树 “ 都 不 相同 ”, 则 算法 一 定 不 会 出 现 循环 ,从 而 一 定 在 有 限 步 内 终止 . 这 里 ,所 谓 的 
“ 树 不 相同 ”, 是 指 节点 已 经 标号 的 树 不 相同 (也 就 是 说 ,所 谓 不 相同 的 树 ,并 不 排除 他 们 是 同 
构 的 ). 
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这 里 我 们 介绍 处 理 退化 的 强 可 行 树 (strongly feasible spanning tree) 方 法 . 

定义 6.6 假定 计算 节点 上 的 势 时 所 选 定 的 “ 根 节点 "是 固定 的 . 对 于 可 行 树 T 中 的 一 
条 树 弧 (ij) ,如 果 工 中 从 根 到 j 的 路 通过 节点 i, 则 (i,j) 称 为 远离 根 节点 的 弧 (downward 
pointing arc). 如 果 工 中 的 所 有 流量 为 0 的 弧 都 是 远离 根 节点 的 弧 , 则 称 可 行 树 T 为 强 可 
行 树 . 

例 6.8 如 图 6.11 所 示 网 络 中 ,假设 弧 上 的 数字 表示 当前 可 行 流 . 若 节 点 1 为 根 节点 ， 
则 工 =={(01,3),(3,2),(3,4)}) 为 强 可 行 树 ,T; 一 {(1,3),(2， 
3),(3,4)} 不 是 强 可 行 树 ,因为 T 中 (2,3) 不 是 远离 根 节点 
的 弧 . 口 

引 理 6.9 如 果 网 络 单纯 形 算法 中 生成 的 所 有 可 行 树 都 
是 强 可 行 树 , 则 这 些 树 互 不 相同 . 

证 明 如果 网 络 单纯 形 算法 中 的 旋转 变换 不 是 退化 的 ， 
则 相应 的 可 行 树 对 应 的 可 行 流 费 用 互 不 相同 ,因此 这 些 树 也 

- 定 互 不 相同 . 所 以 ,我 们 只 需要 考虑 旋转 变换 退化 的 情况 . 
如 果 了 为 生成 树 ,r 为 根 节点 , 记 x(T) = Dr 一 克 )， 
全 

考虑 算法 过 程 中 连续 生成 的 两 棵 强 可 行 树 T,T 二 TU {Cp,OD))N{Ck, 人 )), 即 (p,q) 为 进 
基 弧 ，(k,W) 为 出 基 弛 c, 且 从 了 到 T 的 旋转 是 退化 的 ,旋转 变换 前 后 ,(p,q) 弧 上 的 流量 都 是 
0, 由 于 工 是 强 可 行 树 ,所 以 (p,q) 弧 一 定 是 远离 根 节点 7 的 弧 . (p,q) 弧 将 工分 解 为 两 棍子 
树 T, 和 T,, 并 且 p,q 分别 属 于 T, 和 TT,, 则 rET,. 记 工 对 应 的 势 为 4, 根据 势 的 确定 方 
法 ,可 以 得 到 ( 留 作 练习 ): 


图 6.11 强 可 行 树 的 例子 
( 例 6.8) 


; (6. 39) 
一 ci (6.40) 


当 iET 时， 
当 iET, 时 ，m' 


因为 c% 达 0, 所 以 
zi(T)=x(D+IT, | < T). 

因此 ,T 和 T 是 两 棵 不 同 的 强 可 行 树 . 口 

上 述 引 理 说 明 ,如 果 网 络 单纯 形 算法 中 生成 的 所 有 可 行 树 都 是 强 可 行 树 , 则 可 以 避免 发 
生 循环 , 那么 ,如 何 保 证 只 对 强 可 行 树 进行 处 理 呢 ? 首先 ,我 们 当然 要 求 初始 的 基本 可 行 解 
是 对 应 于 一 棵 强 可 行 树 , 这 一 点 我 们 将 在 后 面 详细 介绍 ; 其 次 , 我 们 要 求 旋转 
变换 只 生成 强 可 行 树 . 这 就 要 求 算法 在 选择 出 基 弧 时 不 能 完全 没有 任何 限制 ,而 是 要 有 一 定 
的 优先 顺序 . 设 旋转 过 程 之 前 , 强 可 行 树 为 T,(,9) 为 进 基 弧 ,TU{(p,9)} 包 含 的 圈 为 W. 
假设 W- 关 多 , 令 8==min{zy 1(i, 站 EW }, 殉 ={(i,j) EW |zs 二 8), 则 页 为 所 有 可 能 的 
出 基 弧 的 集合 . 进一步 ,我 们 记 节 点 五 是 中 从 根 节点 ~ 到 节点 p 的 路 与 图 W 的 第 1 个 交 
点 ,并 选取 出 基 弧 (4A,0) 为 从 五 出 发 沿 圈 W 的 正 向 前 进 时 第 1 次 所 遇 到 的 下 中 的 弧 前面 
说 过 ,我 们 把 弧 (p,q) 的 方向 定义 为 W 的 方向 ). 
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很 容易 看 出 了 二 TU{(p,q))\{(k, 人 )) 仍 然 是 强 可 行 树 . 如 果 旋转 是 非 退化 的 , 则 我 们 
只 需要 检验 砚 \{(k,4)} 中 的 弧 在 工 中 是 否 为 远离 根 节点 的 弧 ; 如 果 旋转 是 退化 的 , 则 我 们 
只 需要 检验 砚 U{(P,e))N{(CA,0) ;中 的 弧 在 工 中 是 否 为 远离 根 节点 的 弧 . 由 于 出 基 弧 (&,L) 
为 从 方 出 发 沿 圈 W 的 正 向 前 进 时 第 1 次 所 过 到 的 下 中 的 弧 , 所 以 上 述 问题 的 答案 都 是 肯 
定 的 , 即 工 是 强 可 行 树 . 


6.6.3 初始 的 基本 可 行 解 


前 面 的 讨论 中 我 们 没有 说 明 如 何 获得 第 1 个 (初始 ) 基 本 可 行 解 ,并 且 为 了 处 理 退 化 ,我 
们 希望 它 对 应 的 可 行 树 是 强 可 行 树 . 一 般 可 以 采用 大 -M 方法 (big-M method) 构 造 初始 的 
强 可 行 树 . 

从 线性 规划 的 学 习 中 知道 ,在 大 -M 方法 中 ,需要 加 入 一 系列 人 工 变 量 ( 人 工 弧 ). 这 里 
我 们 首先 在 原 问 题 的 网 络 中 加 入 一 个 人 工 节点 0, 并 假设 其 供需 量 为 d, =0. 然后 对 原 网 络 
中 的 所 有 节点 i, 按 如 下 步 又 加 入 人 工 弧 : 如 果 di 二 0, 则 加 入 人 工 缴 (i,0) ;否则 加 入 人 工 弧 
(0, 让 . 记 所 有 人 工 弧 的 集合 为 T'”, 所 有 人 工 统 上 的 费用 假定 为 一 个 充分 大 的 正 数 M, 并 
称 原 网 络 加 入 人 工 弧 后 的 新 网 络 为 人 工 网 络 . 

显然 ,T'" 是 人 工 网 络 的 一 棵 强 可 行 树 ,因此 可 以 对 人 工 网 络 上 的 最 小 费用 流 问题 直接 
应 用 网 络 单纯 形 算法 求解 . 由 于 M 是 一 个 充分 大 的 正 数 ,因此 当 算法 终止 时 ,有 3 种 情况 : 

(1) 人 工 网 络 上 的 最 小 费用 流 问 题 有 有 界 的 最 优 解 , 且 最 优 解 中 所 有 人 工 弧 上 的 流量 
为 0, 则 原 问题 也 有 有 界 的 最 优 解 , 且 人 工 网 络 上 非 人 工 弧 上 的 流量 正好 就 是 原 问题 的 最 
优 解 . 

(2) 人 工 网 络 上 的 最 小 费用 流 问 题 有 有 界 的 最 优 解 , 且 最 优 解 中 某 些 人 工 弧 上 的 流量 
不 为 0, 则 原 问 题 是 不 可 行 的 . 

(3) 人 工 网 络 上 的 最 小 费用 流 问 题 没 有 有 界 的 最 优 解 ( 即 最 优 值 趋向 负 无 穷 ), 则 原 问 
题 也 没有 有 界 的 最 优 解 ( 即 最 优 值 趋向 负 无 穷 ). 

然而 ,如 果 M 的 取 值 不 足够 大 ,即使 原 问题 有 有 界 的 最 优 解 ,人 工 网 络 上 的 最 小 费用 流 
问题 可 能 也 会 没有 有 界 的 最 优 解 ( 即 最 优 值 趋向 负 无 穷 ). 那么 ,实际 计算 中 M 取 多 大 才 是 
“充分 大 ”? 理论 上 可 以 证 明 , 当 M> (zx 一 1)C/2 时 ,上 述 结论 (1) ~~(3) 就 是 成 立 的 (这 里 
C=max{ 1cs|: (i,j) EA 及 .在 实用 中 ,一 般 采用 一 种 自 适应 策略 : 首先 取 M 为 某 一 个 中 
等 规模 大 小 的 正 数 进行 计算 ;如 果 最 优 解 中 某 些 人 工 弧 上 的 流量 不 为 0, 则 增加 M 的 规模 
重新 计算 . 


6.6.4 容量 有 界 的 情形 


网 络 单纯 形 算法 可 以 直接 推广 到 容量 有 界 的 最 小 费用 流 问 题 , 即 假设 所 有 弧 上 的 容量 
可 以 有 下 界 和 上 界 的 约束 . 这 里 我 们 直接 给 出 相应 的 结论 ,详细 的 推导 留 给 读者 自己 完成 . 
首先 ,这 一 一 般 问 题 可 以 表示 为 : 
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mine'™x (6.41) 
s.t. Br=d (6. 42) 
LSry <us (6. 43) 


在 前 面 的 讨论 中 ,我们 用 支撑 树 来 表示 基 , 只 有 树 弧 上 的 流量 可 以 为 正 数 , 所 有 非 树 弧 
上 的 流量 等 于 下 界 0. 对 于 容量 有 上 下 界 约束 的 情形 ,仍然 只 有 树 弧 上 的 流量 可 以 不 等 于 下 
界 和 上 界 ,而 所 有 非 树 弧 上 的 流量 只 能 等 于 下 界 或 上 界 . 但 是 ,与 前 面 的 讨论 不 同 的 是 ,这 里 
我 们 对 非 树 弧 还 需要 进一步 明确 它 的 流量 究竟 等 于 下 界 还 是 上 界 . 也 就 是 说 , 基 可 以 用 所 有 
弧 的 一 个 划分 (T,L,U) 来 表示 ,其 中 工 是 一 棵 支撑 树 , 世 是 非 树 弧 中 流量 等 于 下 界 的 弧 的 
集合 ,U 是 非 树 弧 中 流量 等 于 上 界 的 弧 的 集合 . 三 元 组 (T,L,U) 可 以 称 为 基 结 构 ( 有 时 也 直 
接 简称 为 基 ) ,或 支撑 树 结构 . 给 定 一 个 基 结 构 (T,L,U), 非 树 弧 上 的 流量 已 经 确定 ,所 以 树 
弧 上 的 流量 也 可 以 方便 地 根据 节点 上 的 流量 守恒 约束 计算 出 来 ,并 且 也 是 唯一 的 . 如 果 这 些 
流量 同时 满足 容量 的 上 下 界 约束 , 则 (T,L,U) 是 可 行 支撑 树 结构 (简称 可 行 树 结构 ). 节点 
上 的 势 也 可 以 与 前 面 的 讨论 完全 类 似 地 进行 计算 . 

为 了 处 理 退 化 和 循环 ,仍然 可 以 类 似 强 可 行 树 定义 强 可 行 树 结构 . 

定义 6.7 假定 计算 节点 上 的 势 时 所 选 定 的 “ 根 节点 "是 固定 的 . 在 可 行 树 结构 (T, 工 ， 
U) 中 ,如 果树 弧 中 所 有 流量 等 于 下 界 的 弧 都 是 远离 根 节点 的 ,并 且 树 弧 中 所 有 流量 等 于 上 
界 的 弧 都 不 是 远离 根 节点 的 (可 以 称 为 面向 根 节点 的 ), 则 (T,L,U) 是 强 可 行 树 结构 . 

为 了 从 一 个 初始 的 强 可 行 树 结构 开始 迭代 ,仍然 可 以 构造 人 工 网 络 , 采 用 大 -M 方法 
具体 方法 是 : 增加 人 工 节点 0, 并 假设 其 供需 量 为 do 二 0. 然后 对 原 网 络 中 的 所 有 节点 i, 按 
如 下 步骤 加 入 人 工 弧 : 如 果 地 >0, 则 加 入 人 工 弧 (i,0); 否 则 加 入 人 工 弧 (0,, 记 所 有 人 工 
弧 的 集合 为 T" ,所 有 人 工 弧 上 的 费用 假定 为 一 个 充分 大 的 正 数 M, 并 称 原 网 络 假 人 人 工 
弧 后 的 新 网 络 为 人 工 网 络 . 此 时 ,问题 转化 为 


mincCo) = DortM( BD r+ DD xz) (6.44) 
ua eter .ete 
st 3) zo 2 w=d, VieEVvU to}, (6.45) 
PPDEAUTE GDEAUT 
Sr, VEA, (6. 46) 
0 入 ro 和 d，Vi 且 di >0， (6.47) 
OS<zrmSd, Vild;<o, (6. 48) 
其 中 
d=d— Dht > 0 (6.49) 
He ”es 
d=-d+ >) 0 一 2 0 (6. 50) 
ne dea 


此 时 ， 《Te ,AD 是 初始 的 强 可 行 树 结构 , 且 初始 基本 可 行 解 为 ，Y (ii DEA,ri = 
VOETYR d>0.r0=dsY (0,DETY BR dS0,7%,=—d. 
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下 面 我 们 直接 给 出 网 络 单纯 形 算法 的 过 程 : 


一 般 的 网 络 单纯 形 算法 

STEP0 ”获得 一 个 初始 的 基本 可 行 解 x 及 对 应 的 强 可 行 树 结构 (T,L,U). 

STEP1 计算 对 偶 变 量 . 

STEP2 判断 是 否 达到 最 优 解 . 根据 互补 松弛 条 件 , 如 果 V(i7)EL,G 二 0; 并 且 Y(iJ)E 
U,c; 0, 则 已 经 达到 最 优 解 . 否则 选取 一 条 不 满足 上 述 条 件 的 弧 ( 户 ,9) 为 进 基 弧 . 

STEP3 设 TU{(p,q)) 包 含 的 圈 为 W. 如 果 (p,q)EL, 我 们 把 弧 (p,q) 的 方向 定义 为 W 的 方 
向 ( 正 向 ). 如 果 (p,q) EU, 我 们 把 狐 Cp,q) 的 相反 方向 定义 为 W 的 正 向 ,假设 W 关 
BG, 令 6=min(min{zy by | DEW jminfus —ry (i DEW')),W={(i,)€E 
Wz 一 4 二 UW={(i,)EWI 1w 一 zy 二 昌 , 则 下 为 所 有 可 能 的 出 基 弧 的 集合 . 
进一步 ,我 们 记 节 点 五 是 工 中 从 根 节点 = 到 节点 p 的 路 与 图 W 的 第 一 个 交点 ,并 选 
取出 基 弧 (4,Z) 为 从 石 出 发 沿 团 W 的 正 向 前 进 时 第 一 次 所 遇 到 的 殉 中 的 弧 . 

STEP4 沿 圈 W 的 正 向 增 广 流量 6, 即 修改 x 及 对 应 的 强 可 行 树 结构 (T,L,U) , 回 到 STEP1. 


例 6.9 用 网 络 单纯 形 算法 计算 如 图 6.12(a) 所 示 网 络 中 的 最 小 费用 流 (假设 所 有 弧 上 
的 下 界 为 0, 图 中 弧 上 的 前 一 个 数字 表示 弧 的 上 容量 ,后 一 个 数字 表示 弧 上 的 单位 费用 ; 节 
点 上 的 数字 表示 供需 量 ). 

首先 假设 已 经 获得 一 个 初始 的 可 行 树 结构 T={(1,2),(1,3),(2,4),(2,5),(5,6)},L== 
{(2,3)，(5,4)},U 一 (3,5)，(4,6)}. 对 应 的 基本 可 行 解 x 和 对 应 的 对 偶 变量 x 如 
图 6. 12(b) 所 示 《〈 图 中 弧 上 的 数字 表示 树 弧 上 的 流量 x; 令 节点 3 的 对 偶 变 量 为 0, 节 点 上 的 
数字 表示 对 偶 变 量 x ) . 

此 时 , 树 弧 中 只 有 (1,2) 上 的 流量 是 等 于 其 上 容量 的 , 且 (1,2) 是 面向 根 节点 的 ,因此 
(T,L,U) 是 强 可 行 树 结构 . 计算 可 知 c5; 二 4 一 0 十 (一 3) 二 1 之 0, 因 此 它 不 满足 最 优 条 件 , 我 
们 选取 (3,5) 为 进 基 弧 . 此 时 , 沿 增 广 圈 可 以 增 广 的 最 大 流量 为 1, 即 (2,5) 出 基 . 增 广 并 计算 
对 偶 变 量 得 到 如 图 6. 12(c) 所 示 网 络 . 

此 时 ,可 行 树 结构 T={(1,2),(1,3),(2,4),(3,5),(5,6)},L={(2,3),(5,4)},U 二 
{(2,5),(4,6)). 由 于 树 弧 上 的 流量 都 不 等 于 其 上 下 容量 , 因此 (T,L,U) 仍 然 是 强 可 行 树 结 
爸 . 计算 可 知 ci 二 3 一 (一 6) 十 (一 8) 二 1 之 0, 因 此 它 不 满足 最 优 条 件 , 我 们 选取 (4,6) 为 进 
基 弧 . 此 时 , 沿 增 广 圈 可 以 增 广 的 最 大 流量 为 1, 即 (3,5) 出 基 . 增 广 并 计算 对 偶 变量 得 到 如 
图 6. 12(d) 所 示 网 络 . 

容易 验证 ,此 时 已 经 得 到 最 优 解 . 口 

值得 指出 的 是 ,上 面 介绍 的 网 络 单纯 形 算法 STEP3 中 选取 的 出 基 弧 可 能 就 是 在 
STEP2 中 选取 的 进 基 弧 . 这 时 ,经 过 一 次 旋转 ,虽然 是 不 变 的 ,但 L,U 会 发 生变 化 ,算法 
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图 6.12 网 络 单纯 形 算法 计算 最 小 费用 流 的 例子 ( 例 6. 9 


过 程 中 只 对 强 可 行 树 结 爸 进行 处 理 , 因 此 可 以 避免 出 现 循环 . 为 了 获得 较 好 的 计算 效率 ,在 
计算 机 上 具体 实现 网 络 单纯 形 算法 时 ,一般 还 要 仔细 选 定 具体 的 网 络 表示 方式 ,以 及 对 树 的 
操作 采用 一 些 特殊 的 高 效 算法 等 ,这 些 细节 我 们 就 不 再 详细 介绍 了 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参看 
一 些 有 关 专 著 ( 如 参考 书目 [1][4]). 

虽然 网 络 单纯 形 算法 在 实际 计算 中 效率 很 高 ,但 是 从 理论 上 分 析 , 一 般 来 说 网 络 单纯 形 
算法 不 是 多 项 式 时 间 算 法 . 利用 强 可 行 树 结构 虽然 可 以 避免 出 现 循环 ,保证 算法 在 有 限 步 内 
结束 ,但 连续 出 现 退化 旋转 的 次 数 仍然 可 能 是 指数 的 . 虽然 本 章 我 们 介绍 的 算法 都 不 是 多 项 
式 时 间 算 法 ,但 求解 最 小 费用 流 问题 的 多 项 式 时 间 算 法 是 存在 的 . 实际 上 ,从 20 世纪 70 年 
代 以 来 ,尤其 是 在 20 世纪 80 年 代 和 20 世纪 90 年 代 , 已 经 发 表 了 许多 求解 最 小 费用 流 问题 
的 多 项 式 时 间 算 法 . 这 些 算法 一 般 都 要 用 到 所 谓 “ 变 尺度 "技术 ,对 我 们 在 本 章 中 介绍 的 算法 
进行 一 些 改进 ,并 采用 一 些 特殊 的 数据 结构 和 实施 技巧 等 . 由 于 介绍 其 细节 和 证 明 其 多 项 式 
性 比较 烦琐 ,而 实际 计算 中 这 些 算法 的 效果 优势 并 不 明显 ,我 们 就 不 再 详细 介绍 了 ,有 兴趣 
的 读者 可 以 参看 一 些 有 关 专 著 . 目前 ,求解 最 小 费用 流 问 题 的 多 项 式 时 间 算 法 中 ,复杂 度 较 
低 的 几 个 算法 的 最 坏 时 间 界 为 : O(nmlog (n/m)log(nC)) ,O(nm(loglogU)log(nC)) 和 
Ol Cmlogm (m 十 nlog(nC))) 等 。 


练 习 题 
1. 某 商场 采购 某 种 产品 用 以 满足 市 场 需求 , 且 已 知 在 时 段 :中 的 市 场 需 求 为 4,(1 一 1， 


2,…, 了 ) , 单 件 销售 价 为 p,. 在 某 时 段 :之 初 ,商场 采购 量 至 多 为 wu , 单 件 采购 价 为 rw ;在 某 
时 段 :之 末 , 商 场 库存 量 至 多 为 s., 单 件 库存 费用 为 h,. 商场 应 如 何 安 排 采购 计划 ,可 以 保证 
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按时 满足 需求 , 且 使 总 利润 最 大 ? 请 将 该 问题 建 模 为 一 个 最 小 费用 流 问题 . 

2. 假设 某 个 城市 分 为 了 上 个 区 ,每 个 区 有 若 于 男孩 和 若干 女孩 需要 上 学 . 假设 每 个 区 有 
一 所 小 学 ,每 所 小 学 所 能 容纳 的 学 生 总 数 已 知 , 并 且 按照 规定 ,每 所 小 学 所 能 容纳 的 男孩 和 
女孩 比例 不 能 太 大 或 太 小 . 假设 每 两 个 区 之 间 的 路 程 已 知 (同一 区 内 认为 路 程 近似 为 0) ,如 
何 为 需要 上 学 的 小 孩 分 配 学 校 ,使 得 所 有 小 孩 上 学 所 走 的 总 路 程 最 少 ? 请 将 该 问题 建 模 为 
一 个 最 小 费用 流 问 题 . 

3. 在 线性 规划 问题 中 ,假设 约束 矩阵 是 0-1 矩阵 , 且 约 束 和 矩阵 的 每 一 列 中 ,1 是 连续 出 
现 的 . 如 何 把 这 一 线性 规划 问题 转化 为 一 个 最 小 费用 流 问题 ? 如 果 约 东 矩 阵 的 每 一 行 中 ,1 
是 连续 出 现 的 ,是 否 可 以 把 这 一 线性 规划 问题 转化 为 一 个 最 小 费用 流 问题 ? 

4. 请 给 出 如 下 的 等 价 变换 过 程 , 并 说 明 该 变换 过 程 是 否 可 在 多 项 式 时 间 内 完成 ， 

(1) 一 般 网 络 的 最 小 费用 流 问题 ,可 以 等 价 地 变换 为 单 源 单 汇 网 络 的 最 小 费用 流 问题 . 

(2) 容量 下 界 不 是 0 的 最 小 费用 流 问题 ,可 以 等 价 地 变换 为 容量 下 界 为 0 的 最 小 费用 
流 问 题 . 

《3) 具有 容量 上 界 的 最 小 费用 流 问题 ,可 以 等 价 地 变换 为 没有 容量 上 界 ( 即 容量 上 界 是 
正 无 穷 ) 的 最 小 费用 流 问题 

(4) 一 般 的 最 小 费用 流 问题 ,可 以 等 价 地 变换 为 最 小 费用 循环 流 问 题 . 

(5) 一 般 的 最 小 费用 流 问题 ,可 以 等 价 地 变换 为 运输 问题 . 

(6) 一 般 的 最 小 费用 流 问 题 , 可 以 等 价 地 变换 为 指派 问题 . 

5. 证 明 下 列 说 法 正确 或 给 出 反例 说 明 其 不 成 立 . 

(1) 如 果 将 有 向 流 网 络 中 所 有 弧 上 的 费用 同时 扩大 上 倍 (k 二 0) , 则 最 小 费用 流 不 变 . 

(2) 如 果 将 有 向 流 网 络 中 所 有 弧 上 的 费用 同时 减少 4 个 单位 (4>0), 则 最 小 费用 流 不 变 . 

(3) 如 果 (p.,9) 是 有 向 流 网 络 的 所 有 弧 中 费用 最 小 的 弧 , 则 一 定 存在 某 个 最 小 费用 流 ， 
使 得 (p,q) 上 的 流量 为 正 数 (假设 所 有 弧 上 的 下 容量 为 0). 

(4) 如 果 (p,9) 是 有 向 流 网 络 的 所 有 统 中 费用 最 大 的 弧 , 则 不 存在 最 小 费用 流 , 使 得 (p， 
9) 上 的 流量 为 正 数 (假设 所 有 弧 上 的 下 容量 为 0). 

(5) 如 果 最 小 费用 流 问 题 中 的 所 有 容量 和 供需 量 都 是 偶数 , 则 一 定 存在 某 个 最 小 费用 
流 , 使 得 所 有 弧 上 的 流量 为 偶数 . 

《6) 如 果 最 小 费用 流 问 题 中 的 所 有 容量 和 供需 量 都 是 奇数 , 则 一 定 存在 某 个 最 小 费用 
流 , 使 得 所 有 弧 上 的 流量 为 奇数 . 

6. 在 最 小 费用 流 问 题 中 ,假设 所 有 弧 上 的 下 容量 为 0, 某 些 弧 没 有 上 容量 限制 ( 即 上 容 
量 为 无 穷 ), 某 些 弧 上 的 单位 费用 为 负数 . 记 U 为 所 有 上 容量 不 为 无 穷 的 弧 上 的 上 容量 以 及 
所 有 源 点 上 的 供应 量 的 和 . 

(1) 证 明 : 该 问题 有 有 界 的 最 优 解 当 且 仅 当 没有 上 容量 限制 的 弧 不 构成 任何 负 费 用 有 
向 圈 . 

《2) 证明: 如 果 问 题 有 有 界 的 最 优 解 , 则 存在 所 有 弧 上 流量 均 不 超过 U 的 最 优 解 . 
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(3) 假设 将 没有 上 容量 限制 的 所 有 弧 上 的 上 容量 改 为 U 以 后 ,得 到 最 优 值 ;而 改 为 U 
十 1 以 后 ,得 到 最 优 值 >. 证 明 : 原 问题 没有 有 界 的 最 优 解 当 且 仅 当 z 一 =. 

7. 如 果 最 小 费用 流 问题 中 的 所 有 容量 和 供需 量 都 是 整数 , 且 已 经 得 到 了 某 个 不 是 整流 
的 最 小 费用 流 . 设计 一 个 算法 ,把 该 最 小 费用 流转 化 为 一 个 最 小 费用 整流 (要 求 转化 中 每 一 
步 都 保持 最 优 性 ). 分 析 你 给 出 的 算法 的 复杂 度 . 

8. 证 明 : 第 6.4 节 中 有 上 下 容量 约束 的 最 小 费用 流 问 题 的 互补 松弛 条 件 为 (6. 23) 一 
(6. 25). 

9. 给 出 反例 说 明 下 列 结论 不 成 立 : 如 果 最 小 费用 流 问 题 中 的 所 有 费用 都 是 正 数 , 则 当 
一 对 相 邻 的 源 点 和 汇 点 上 的 供需 量 都 增加 个 单位 (4>0) 时 ,最 小 费用 流 的 费用 应 当 增 加 

10. 证 明 下 列 说 法 正确 : 在 某 最 小 费用 流 问题 中 ,如 果 存 在 两 个 最 小 费用 流 , 它 们 在 
(p,q) 弧 上 的 流量 分 别 为 x 和 y, 则 对 于 x 和 y 的 任意 是 组 合 z, 存 在 某 个 最 小 费用 流 , 它 在 
(p,q) 弧 上 的 流量 为 z. 

11. 用 消 加 算法 计算 如 图 6. 13 所 示 网 络 中 的 最 小 费用 流 (图 中 弧 上 的 下 容量 为 0, 前 一 
个 数字 表示 弧 上 的 上 容量 ,后 一 个 数字 表示 弧 上 的 单位 费用 ;节点 上 的 数字 表示 供需 量 ). 


图 6.13 第 11 题 图 


12. 用 最 小 费用 路 算法 计算 练习 题 11 网 络 中 的 最 小 费用 流 . 
13. 在 如 图 6. 14 所 示 网 络 中 ,图 中 弧 上 的 下 容量 为 0, 前 一 个 数字 表示 弧 上 的 上 容量 ， 
后 一 个 数字 表示 弧 上 的 单位 费用 ,节点 1 为 唯一 的 源 点 ， 四 


节点 6 为 唯一 的 汇 点 . 用 最 小 费用 路 算法 计算 : 3, 3 
(1) 从 节点 1 流 到 节点 6 的 流 值 为 2 的 最 小 费用 流 ; (5 
(2) 从 节点 1 流 到 节点 6 的 最 小 费用 最 大 流 ; x i 
(3) 从 节点 1 流 到 节点 6 的 费用 不 超过 29 的 最 © 


大 流 . 图 6.14 第 13 题 图 
14. 在 最 小 费用 流 问 题 中 ,如 果 弧 上 的 费用 不 是 整数 
《但 问题 的 其 他 参数 仍然 是 整数 ) ,最 小 费用 路 算法 是 否 一 定 在 有 限 步 内 结束 ? 如 果 统 上 的 
容量 也 不 是 整数 ,最 小 费用 路 算法 是 否 一 定 在 有 限 步 内 结束 ? 如 果 是 ,请 说 明理 由 ;如 果 不 
是 ,说 明 算 法 做 怎样 的 修改 可 以 保证 一 定 在 有 限 步 内 结束 . 
15. (1) 分 别 用 消 圈 算 法 (每 次 沿 最 负 的 负 费 用 圈 增 广 ) 和 最 小 费用 路 算法 计算 如 
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图 6. 15 所 示 网 络 中 的 最 小 费用 流 ( 图 中 弧 上 的 下 容量 为 0, 前 一 个 数字 表示 弧 上 的 上 容量 ， 
后 一 个 数字 表示 弧 上 的 单位 费用 ;节点 上 的 数字 表示 
供需 量 ). 

(2) 证 明 : 如 果 初 始 化 适当 , 则 消 圈 算 法 (每 次 沿 
最 负 的 负 费 用 图 增 广 ) 和 最 小 费用 路 算法 是 等 价 的 ， 
即 它们 以 同样 的 顺序 沿 同样 的 增 广 路 增 广 . 

16. 用 原始 -对 偶 算 法 计算 练习 题 11 网 络 中 的 
最 小 费用 流 . 图 6.15 第 15 题 图 

17. 针对 原始 -对 偶 算法 ,考虑 与 练习 题 14 相同 
的 问题 . 

18. 在 最 小 费用 流 问题 中 : 

(1) 如 果 某 些 弧 上 的 下 容量 为 负数 ,能 否 使 用 瑕 六 算 法 求解 ? 

(2) 如 果 某 些 弧 上 的 下 容量 等 于 上 容量 ,能 否 使 用 瑕 摔 算 法 求解 ? 

(3) 如 果 某 些 节点 不 是 转运 点 ( 即 问题 不 是 针对 循环 流 ), 能 否 使 用 下 疯 算 法 求解 ? 

19. 用 刺 疯 算法 计算 如 图 6. 16 所 示 网 络 中 的 最 小 费用 流 ( 图 中 弧 上 的 前 两 个 数字 分 别 
表示 弧 的 下 容量 和 上 容量 ,第 3 个 数字 表示 弧 上 的 单位 费用 ;节点 上 的 数字 表示 供需 量 ). 

20. 用 松弛 算法 计算 练习 题 11 网 络 中 的 最 小 费用 流 . 

21. 在 如 图 6. 17 所 示 的 网 络 中 , 找 出 所 有 的 基本 解 ( 基 本 流 ) 及 对 应 的 树 , 并 指出 哪些 
是 可 行 的 , 哪些 是 强 可 行 的 . 假设 节点 上 的 数字 表示 供需 量 , 所 有 弧 上 的 流量 只 有 非 负 限 
制 , 费 用 任意 . 


=3 


图 6.16 第 19 题 图 图 6.17 第 21 题 图 


22. 证 明 (6. 39) 和 (6. 40). 

23. 用 网 络 单纯 形 算法 计算 练习 题 11 网 络 中 的 最 小 费用 流 . 

24. 用 网 络 单纯 形 算法 计算 练习 题 19 网 络 中 的 最 小 费用 流 . 

25. 考虑 用 网 络 单纯 形 算法 计算 由 一 个 节点 ( 源 ) 到 所 有 节点 的 最 短路 问题 ; 
(1) 写 出 其 最 小 费用 流 模型 . 

(2) 如 何 使 用 大 -M 法 构造 初始 强 可 行 解 ? 

(3) 证 明 单纯 形 算法 产生 的 树 弧 都 是 远离 源 点 的 ,并 且 含 有 单位 流量 . 

(4) 如 何 使 用 单纯 形 算法 检测 负 围 的 存在 ? 
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(5) 假设 弧 长 非 负 ,证 明 在 某 种 具体 实现 方式 下 ,网 络 单纯 形 算法 等 价 于 Dijkstra 
算法 . 

26. 考虑 用 网 络 单纯 形 算法 计算 由 源 点 1,2,3,4 和 汇 点 5,6,7,8 组 成 的 指派 问题 : 假 
设 所 有 源 点 和 所 有 汇 点 之 间 都 有 弧 相连 , 弧 (1,6),(1,7),(2,5),(2,7),(3,5),(3,6),(4,8) 
上 的 费用 都 是 1, 其 他 弧 上 的 费用 都 是 0. 假设 选 定 初始 的 可 行 树 为 {(1,5),(1,6),(2,6)， 
(2,8),(3,7),(4,7),(4,8)} ,初始 解 为 : (1,5),(2,6),(3,7),(4,8) 上 的 流量 为 1, 其 他 弧 上 
的 流量 为 0. 请 你 通过 这 个 例子 说 明 : 如 果 不 限 定 出 基 弧 的 选择 方法 ( 即 不 一 定 保持 强 可 行 
树 结构 ), 则 算法 可 能 会 出 现 循环 . 
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我 们 先 看 如 下 一 个 简单 例子 : 在 一 次 有 m 个 大 学 毕业 生 和 n 家 公司 参加 的 供需 见面 会 
上 ， 每 个 毕业 生 愿 意 加 入 到 若干 家 公司 中 的 一 家 工作 ,而 每 个 公司 愿意 接收 若干 毕业 生 中 
的 一 人 到 公司 工作 . 那么 , 最 后 最 多 有 多 少 人 可 以 在 这 次 供需 见面 会 上 找到 工作 ( 即 最 多 有 
多 少 家 公司 可 以 在 这 次 供需 见面 会 上 招聘 到 员工 )? 如 果 每 个 毕业 生 到 每 一 家 公司 工作 将 
会 产生 的 效益 不 同 , 那么 , 为 了 使 得 最 后 产生 的 总 效益 最 大 , 最 多 有 多 少 人 可 以 在 这 次 供 
需 见面 会 上 找到 工作 

上 面 的 这 类 问题 就 是 匹配 问题 (matching problem) 的 例子 . 匹配 问题 的 研究 内 容 是 非 
常 丰富 的 ,本 章 主要 介绍 匹配 问题 的 几 个 基本 算法 . 


7.1 匹配 问题 的 数学 描述 


定义 7.1 给 定 一 个 网 络 N= 二 (V, A,C), 其 匹配 (matching)M 定义 为 弧 集 合 A 的 一 
个 子 集 , 使 得 M 中 任何 两 条 弧 没有 公共 端点 .在 N 中 计算 弧 数 最 多 的 匹配 的 问题 ， 称 为 基 
数 匹配 问题 (cardinality matching problem)， 简 称 匹 配 问题 :在 N 中 计算 权 最 大 的 匹配 的 
问题 , 称 为 赋 权 匹配 问题 (weighted matching problem). 

显然 , 基数 匹配 问题 是 赋 权 匹配 问题 的 一 个 特例 , 即 所 有 弧 上 的 权 均 为 1 的 情形 . 前 面 
的 例子 中 , 如果 把 m 个 大 学 毕业 生 和 n 家 公司 的 集合 作为 节点 集合 , 在 一 名 毕业 生 与 一 家 
公司 间 的 弧 表 示 该 毕业 生 愿 意 加 盟 该 公司 .该 公司 也 愿意 接受 该 毕业 生 ， 则 构成 一 个 二 部 
图 网 络 ， 例 子 中 的 前 一 个 问题 是 基数 匹配 问题 ， 后 一 个 问题 是 赋 权 匹配 问题 . 

匹配 问题 中 的 网 络 (图 )N 一 (V, A，C) 一 般 假 设 是 无 向 简单 网 络 . 利用 整数 线性 规划 模 
型 , 令 变 量 zi =1 表示 弧 (i, j) EA 属于 匹配 M, 而 zs 一 0 表示 (i, j) 不 属于 匹配 M, 则 最 
大 权 匹 配 问 题 可 以 描述 为 : 


max D) crs (7.1) 
ta 
st BD ri<l, Vievy, (7.2) 
zy €E{0,1}, Vli,) EA. (7.3) 
记 无 向 图 的 关联 矩阵 为 B, 则 约束 条 件 (7. 2) 可 以 等 价 地 写成 
Bxr<e, 


这 里 的 e 表示 分 量 全 部 为 1 的 向 量 . 约束 条 件 (7. 2) 表 示 在 匹配 M 中 每 个 节点 最 多 只 能 与 
一 条 弧 关联 , 同时 也 可 以 保证 非 负 整数 x 二 1, 因 此 约束 条 件 (7. 3) 可 以 替代 为 
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rEN, V(i, DEA. (7.4) 
匹配 问题 在 实际 中 是 经 常 遇 到 的 , 但 其 求解 的 难 易 程度 与 网 络 ( 图 ) N= 二 (V, A, C) 是 
否 为 二 部 图 有 很 大 的 关系 ,二 部 图 上 的 匹配 问题 相对 比较 简单 . 本 章 我 们 将 简要 介绍 4 类 
匹配 问题 的 算法 : 二 部 基数 匹配 问题 ,二 部 赋 权 匹配 问题 、 非 二 部 基数 匹配 问题 . 非 二 部 赋 
权 匹 配 问题 (bipartite/nonbipartite cardinality/weighted matching problem). 前 面 的 例子 中 
的 匹配 问题 是 二 部 图 的 匹配 问题 . 
对 于 无 向 二 部 图 的 匹配 问题 , 由 于 关联 矩阵 B 为 全 勾 模 和 矩阵 ,所 以 一 定 存在 整数 最 优 
解 (实际 上 , 所 有 基本 可 行 解 都 是 整数 解 ),， 因 此 约束 条 件 (7. 3) 和 约束 条 件 (7. 4) 可 以 进 一 
步 替 代为 
zs>0, VY(i, DEA. (7.5) 
也 就 是 说 , 此 时 的 匹配 问题 实际 上 完全 是 一 个 线性 规划 问题 
对 于 无 向 非 二 部 图 的 匹配 问题 , 关联 矩阵 有 一般 不 是 全 么 模 和 矩阵 , 所 以 zi 的 整数 约束 
一 般 不 能 直接 去 掉 . 我们 知道 , 一 个 无 向 图 为 二 部 图 当 且 仅 当 它 不 含 奇 圈 , 因此 为 了 得 到 
非 二 部 匹配 问题 的 线性 规划 模型 ， 必须 消除 奇 圈 带 来 的 影响 ， 即 附加 一 些 约束 . N 中 奇数 
个 (大 于 等 于 3 个 ) 节 点 组 成 的 子 集 称 为 节点 奇 集 (odd-setb, 设 S, 是 六 中 2 十 1 (ss EN) 
个 节点 组 成 的 节点 奇 集 , 记 T(Su) 一 {G, 站 EAli, jE Si) .由 于 一 个 长 为 2% 十 1 的 奇 图 最 
多 包含 一 个 匹配 M 的 5s, 条 弧 , 所 以 
3 三 s%， VY 节点 奇 集 St (7.6) 


GE 
可 以 证 明 ( 比 较 烦 琐 , 这 里 不 再 给 出 证 明 )， 当 约束 条 件 (7.6) 加 入 以 后 , 对 zs 的 整数 约束 
就 可 以 去 掉 . 所 以 , 对 于 一 般 的 匹配 问题 , 可 以 用 线性 规划 模型 (7. 1),(7. 2),(7. 5),(7. 6) 
描述 . 

以 上 我 们 给 出 了 匹配 问题 的 线性 规划 模型 ,但 在 实际 计算 中 一 般 没 有 必要 直接 调 
用 线性 规划 算法 (如 单纯 形 算法 ) 进 行 求解 ,而 是 根据 匹配 问题 本 身 的 特点 , 设计 一 些 
高 效率 的 算法 . 本 章 只 是 简要 地 介绍 一 些 简单 的 匹配 算法 ， 而 对 于 复杂 的 算法 以 及 有 
些 算法 在 计算 机 上 的 实现 细节 就 不 介绍 了 . 为 此 , 本 节 先 介绍 一 些 有 关 的 概念 ` 引 理 和 

定义 7.2 设 M 是 网 络 N=(V, A，C) 中 的 一 个 匹配 ， 则 M 中 的 弧 称 为 匹配 弧 
《matched arcyedge)，A\M 中 弧 称 为 自由 弧 (free arc/edge) 或 非 匹配 弧 . 由 匹配 弧 相连 的 两 
个 节点 互 称 配 偶 (mate), 与 匹配 弧 关联 的 节点 称 为 匹配 点 (matched vertex) 或 已 盖 点 ， 不 
与 匹配 弧 关联 的 节点 称 为 暴露 点 (exposed vertex) 或 未 盖 点 (或 非 匹配 点 ). 如 果 一 个 图 中 的 
所 有 节点 最 多 只 有 一 个 不 是 匹配 点 ， 则 称 相应 的 匹配 为 完美 匹配 (perfect matching). 

一 般 情况 下 , 并 不 是 每 个 网 络 都 存在 完美 匹配 . 显然 ,如果 一 个 网 络 存在 完美 匹配 ， 则 
完美 匹配 一 定 是 最 大 (基数 ) 匹 配 . 

定义 7.3 对 于 N 中 的 一 条 起 点 为 暴露 点 ze 和 终点 为 i, 的 路 己 一 bi，…，i， 如 果 
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路 上 的 弧 由 匹配 弧 和 自由 弧 交 替 出 现 , 则 称 P 为 交错 路 (alternating path)， 并 称 交 错 路 上 
与 起 点 的 距离 ( 即 交 错 路 上 从 起 点 到 该 节点 的 子路 所 包含 的 弧 的 条 数 ) 为 偶数 的 节点 为 外 点 
(outer vertex), 与 起 点 的 距离 为 奇数 的 节点 为 内 点 (inner vertex). 对 于 交错 路 P 一 ii， 
如 果 (, ia) 也 属于 A, 且 (i， 立 ) 是 匹配 弧 而 (zi) 为 自由 弧 , 则 PU{Gi,, io)} 
称 为 交错 圈 (alternating cycle). 对 于 交错 路 P 二 ,说 ，…， i,， 如 果 ii 都 是 暴露 点 ， 则 
称 P 为 增 广 路 (augmenting path). 

显然 , 增 广 路 PP 二 io, 高 ，…，,i, 的 长 度 一 定 是 奇数 , 即 i, 是 内 点 (注意 : io 永远 是 外 
点 ) 且 已 上 除了 ii 是 暴露 点 之 外 , 所 有 其 他 节点 都 是 匹配 点 . 此 外 , 交错 图 也 一 定 是 奇 
圈 ( 即 长 度 为 奇数 的 圈 )， 且 圈 上 自由 弧 的 条 数 比 匹 配 弧 的 条 数 多 1. 例如 , 在 图 7. 1(a) 所 
示 的 网 络 中 ，M={(2, 4)，(3，5)} 是 一 个 基数 为 2 的 匹配 (我 们 在 本 章 中 总 是 用 粗 线 表 示 
匹配 弧 )， 节 点 1, 6, 7 为 暴露 点 , 节点 2，3，4，5 为 匹配 点 ; 圈 1-2-4-5-3-1 是 一 个 交错 
圈 , 而 1-2-4-3-5 和 1-2-4-3-5-6 都 是 交错 路 ， 其 中 1-2-4-3-5-6 为 增 广 路 . 如 果 我 们 把 
1-2-4-3-5-6 中 的 匹配 弧 和 自由 弧 互 换 ， 则 可 以 得 到 一 个 基数 更 大 (为 3) 的 匹配 (如 图 7. 1 
〈b) 所 示 ). 下 面 的 引 理 说 明 , 这 一 结论 具有 一 般 性 . 


图 7.1 匹配 与 增 广 路 


引 理 7.1 设 P 是 网 络 N 中 关于 匹配 M 的 增 广 路 , 则 M 与 已 的 对 称 差 M' = M@P= 
(MUP)\(PNM) 也 是 匹配 , 且 |M | 一 1MI 十 1. 

证 明 首先 证 明 M' 是 一 个 匹配 , 即 M “中 任何 两 条 弧 没有 相同 的 端点 . 采用 反 证 法 , 假 
设 M' 中 存在 两 条 弧 e，e 有 相同 的 端点 ， 则 由 对 称 差 的 定义 可 知 这 两 条 弧 中 必然 有 一 条 属 
于 M 而 不 属于 已, 另 一 条 属于 已 而 不 属于 M. 不妨 记 eE MAP, ee P\M, 则 已 不 是 关于 
M 的 增 广 路 , 矛盾 . 所 以 M' 是 一 个 匹配 . 

由 于 了 是 关于 M 的 增 广 路 , 所 以 |P| 二 2|PNMI 十 1. 因 此 IM1=|1(MUP)\(PNM|= 
IMI+1PI—2IPNM|I=|IMI+1. 口 

上 述 操作 M 一 M@P 称 为 一 次 增 广 (augmentation). 显然 , 经 过 一 次 增 广 ,原来 的 匹 
配点 仍然 保持 为 匹配 点 , 且 原 来 的 两 个 暴露 点 ( 即 PP 的 两 个 端点 ) 也 转变 为 匹配 点 . 类 似 于 
最 大 流 的 讨论 , 我 们 可 以 得 到 如 下 增 广 路 定理 . 

定理 7.1 网 络 N=(V, A, C) 中 的 匹配 M 为 最 大 匹配 , 当 且 仅 当 NN 中 不 存在 关于 匹 
配 M 的 增 广 路 . 

证 明 必要 性 可 以 由 引 理 7. 1 直接 得 到 . 下 面 证 明 充 分 性 . 假设 N 中 不 存在 关于 匹配 
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M 的 增 广 路 , 且 M 不 是 最 大 匹配 , 即 存在 匹配 M', 使 得 1M ||M|. 考虑 子 图 C 一 (V,，M 
四 M'), 则 G' 中 每 个 节点 的 度数 小 于 等 于 2. 如 果 G 中 某 节 点 的 度数 等 于 2, 则 它 所 关联 的 
两 条 弧 必 然 分 属于 M 和 M“. 于 是 , 虽然 G' 不 一 定 连 通 , 但 G' 的 每 一 个 连通 子 图 或 者 是 一 
条 路 , 或 者 是 偶数 长 的 圈 , 且 这 些 路 ( 圈 ) 关于 M 和 M' 都 一 定 是 交错 路 ( 圈 ). 对 于 每 个 圈 ， 
它 所 包含 的 M' 中 的 弧 数 等 于 它 所 包含 的 M 中 的 弧 数 . 因此 , 一 定 存在 一 条 路 , 它 所 包含 的 
M' 中 的 弧 数 大 于 它 所 包含 的 M 中 的 弧 数 , 所 以 它 是 关于 匹配 M 的 增 广 路 , 矛盾 . 口 

类 似 于 最 大 流 增 广 路 算法 的 讨论 , 根据 定理 7. 1, 为 了 得 到 最 大 匹配 , 我 们 可 以 从 任 
何 匹 配 M 开始 , 如果 当前 匹配 M 不 是 最 大 匹配 , 我 们 从 其 中 一 个 暴露 点 出 发 ,寻找 增 广 
路 并 增 广 , 直到 找 不 到 增 广 路 为 止 . 所 以 , 问题 的 关键 是 如 何 有 效 地 寻找 增 广 路 . 为 了 后 面 
讨论 算法 的 方便 ,下面 我 们 再 介绍 一 个 与 增 广 路 相关 的 更 一 般 的 结论 . 

定理 7.2 已 知 网 络 N 一 (V, A, C) 中 的 匹配 M 和 暴露 点 p， 如 果 网 络 中 不 存在 以 p 
为 起 点 的 增 广 路 , 则 N 中 存在 最 优 匹配 M ,使 得 p 关于 M" 也 是 暴露 点 

证 明 设 M' 为 最 优 匹 配 , 若 p 关 于 M' 是 暴露 点 , 则 定理 成 立 . 若 p 关 于 M' 是 匹配 点 ， 
考虑 子 图 G' = 二 (V, MM'). 显然 , G' 的 每 一 个 连通 子 图 或 者 是 一 条 路 , 或 者 是 偶数 长 的 
圈 ， 且 这 些 路 ( 圈 ) 关 于 M 和 M' 都 一 定 是 交错 路 ( 圈 ). 对 于 每 个 圈 , 它 所 包含 的 每 个 节点 关 
于 M 和 M' 都 一 定 是 匹配 点 . 由 于 p 关于 M' 是 匹配 点 而 关于 M 是 暴露 点 , 所 以 在 G' 中 户 
一 定 是 一 条 交错 路 P 的 起 点 ;又 由 于 网 络 中 不 存在 以 p 为 起 点 的 关于 M 的 增 广 路 , 所 以 该 
交错 路 已 的 长 度 一 定 是 偶数 . 令 M* =M'@P，, 则 |M"* |=|M'|, 即 M' 也 是 最 大 匹配 , 且 
PP 关于 M' 也 是 暴露 点 . 口 


7.2 二 部 基数 匹配 问题 


7.2.1 增 广 路 算法 


对 于 基数 匹配 问题 , 由 于 与 网 络 上 的 权 无 关 ,， 因 此 我 们 直接 将 网 络 写成 N=(V, A). 
如 果 当 前 匹配 M 不 是 最 大 匹配 , 我 们 从 一 个 暴露 点 出 发 ,寻找 增 广 路 并 进行 增 广 . 根据 定 
理 7.2, 如 果 从 某 个 暴露 点 p 出 发 找 不 到 增 广 路 , 则 可 以 把 该 节点 p 以 及 它 所 关联 的 弧 从 
NN 中 删 去 ,而 不 会 影响 最 大 匹配 的 基数 . 

为 了 查找 出 从 暴露 点 p 出 发 的 一 条 增 广 路 , 我 们 需要 有 一 个 系统 的 方法 有 效 地 检查 从 
思 出 发 的 交错 路 . 也 就 是 说 , 我 们 希望 遍历 从 p 出 发 沿 交错 路 可 以 到 达 的 所 有 节点 ;一 旦 某 
个 这 类 节点 是 一 个 暴露 点 , 则 找到 了 一 条 增 广 路 . 前 面 说 过 , 交错 路 上 总 是 外 点 和 内 点 交 
蔡 出 现 ， 自 由 弧 和 匹配 弧 交 替 出 现 . 在 遍历 时 ,对 于 一 个 外 点 ， 我们 需要 考虑 所 有 与 它 相 邻 
的 节点 :而 对 于 一 个 内 点 ， 我 们 只 需要 考虑 与 它 匹 配 的 配偶 节点 . 为 了 区 分 外 点 和 内 点 ， 以 
及 一 个 节点 是 否 已 经 被 检查 过 ,可 以 利用 标号 的 思想 . 具体 算法 如 下 : 
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二 部 基数 匹配 问题 的 增 广 路 算法 

STEP0 在 二 部 图 网 络 N=(V,,V;, A) 中 任 取 一 个 匹配 M( 如 M= 多 ), 置 所 有 NN 中 节点 
i 的 标号 为 label(i) 二“NULL’'( 这 里 "NULL’ 表 示 没 有 标号 ). 

STEP1 如 果 N 中 不 存在 暴露 点 , 则 M 为 最 大 匹配 , 结束. 否则 选取 N 中 一 个 暴露 点 户 ， 
置 节点 p 的 标号 为 label(p) 一 ‘OUTER’, LIST={p}. 

STEP2 ”如果 LIST= 多 , 则 表明 不 存在 从 p 出 发 的 增 广 路 , 所 以 将 节点 p 以 及 它 所 关联 
的 弧 从 N 中 删 去 , 转 STEP1. 否则 从 LIST 中 取出 一 个 节点 i, 令 LIST=LIST\ 
(站, 如果 label( 站 = “OUTER?, 转 STEP3; 和 否则 转 STEP4. 

STEP3 ”对 i 的 每 个 相 邻 节点 j; 如 果 j 为 暴露 点 , 令 g==j, pred(g) 二 i, 转 STEP5; 如 果 j 
为 匹配 点 且 label(j) = “NULL?, 令 pred(j)=i, label(j)== ‘INNER’, LIST= 
LISTU 人 让 转 STEP2. 

STEP4 记 i 的 匹配 点 为 j: 如 果 label(j) 二 ‘NULL’ (无 标号 ), 令 pred(j) 一 i, label(j) = 
“OUTER”, LIST 二 LISTU {j), 转 STEP2; 否 则 直接 转 STEP2. 

STEP5 ”利用 数组 pred 所 记录 的 信息 ,从 节点 g 反 向 追踪 确定 一 条 p-q 增 广 路 P， 执行 增 
广 操作 M=MOP. 置 所 有 N 中 节点 i 的 标号 为 label()=“NULL’, 转 STEP1, 


上 述 算法 希望 查找 的 从 暴露 点 p 出 发 的 所 有 交错 路 构成 一 棵 以 p 为 根 的 树 ， 称 为 交错 
树 (alternating tree). 上 述 算法 希望 遍历 交错 树 而 找到 从 暴露 点 p 出 发 的 一 条 增 广 路 . 如 果 
找到 了 这 样 的 增 广 路 , 则 进行 增 广 , 此 后 该 节点 永远 保持 为 匹配 点 ， 这 自然 没有 问题 . 如 果 
算法 没有 找到 这 样 的 增 广 路 ,我 们 是 否 可 以 断定 一 定 不 存在 这 样 的 增 广 路 ? 对 于 一 般 图 的 
匹配 问题 , 这 一 点 是 不 一 定 成 立 的 . 也 就 是 说 , 即使 存在 从 暴露 点 p 出 发 的 增 广 路 ,上述 算 
法 也 不 一 定 能 发 现 它 ， 即 能 否 发 现 增 广 路 与 算法 检查 节点 的 顺序 有 关系 . 所 以 ， 上面 的 算 
法 应 用 于 求解 一 般 图 的 匹配 问题 可 能 得 不 到 最 大 匹配 . 然而 , 对 于 二 部 图 的 匹配 问题 , 这 
一 点 却 是 一 定 成 立 的 , 即 只 要 存在 从 暴露 点 p 出 发 的 增 广 路 上述 算 法 就 一 定 能 发 现 它 . 
这 是 因为 , 对 于 二 部 图 , 一 定 存在 节点 V 的 划分 W 和 V:, 使 得 A 中 的 弧 总 是 横 跨 在 V， 
和 V, 之 间 , 所 以 当 pEV, 时 , 所 有 外 点 都 属于 V1, 所 有 内 点 都 属于 V,;pEV: 时 , 所 有 外 
点 都 属于 V;， 所 有 内 点 都 属于 Vi. 也 就 是 说 , 无 论 以 何 种 顺序 检查 节点 , 所 有 节点 最 后 获 
得 的 标号 (“ 内 点 (INNER)? 或 “外 点 (OUTER)”) 都 是 唯一 的 . 因此 ， 只 要 存在 一 条 增 广 路 ， 
即 只 要 有 一 个 内 点 为 暴露 点 , 算法 一 定 能 分 辨 该 暴露 点 为 内 点 (标号 ‘INNER?”)， 即 一 定 找 
到 一 条 增 广 路 . 所 以 ， 上 面 的 算法 一 定 得 到 二 部 图 的 最 大 匹配 . 

例 7.1 在 图 7.2(a) 所 示 的 网 络 中 , 计算 最 大 匹配 (假设 一 个 当前 匹配 已 经 知道 , 已 经 
标示 在 图 中 ). 

假设 LIST 中 的 节点 按照 先进 先 出 的 顺序 检查 , 且 每 次 检查 一 个 节点 时 对 它 的 邻居 按 
照 节点 标号 由 小 到 大 的 顺序 检查 . 我 们 把 各 节点 的 标号 label 和 pred 直接 表示 在 节点 旁边 
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(COUTER.7) (OUTER ,8) (COUTER,I0) (OUTER,—) 


(INNER.5) (INNER,5) CINNER ,5) 
(d) 


图 7.2 二 部 图 匹配 的 例子 ( 例 7. 1) 


的 括号 中 (第 1 部 分 表示 标号 label, 第 2 部 分 表示 pred， 即 从 何 处 获得 标号 ), 从 当前 匹配 
开始 , 计算 过 程 如 下 : 

1. 图 中 有 4 个 暴露 点 {1, 5, 6, 9}, 我 们 首先 从 节点 1 开始 , 即 LIST= (1). 依次 检查 
节点 1, 7, 2,，8, 3, 此 时 得 到 标号 节点 组 成 的 交错 树 如 图 7. 2(b). 此 时 LIST=={6, 9, 10}， 
继续 检查 节点 6 发 现 它 是 一 个 暴露 的 内 点 , 则 表明 找到 从 1 出 发 的 增 广 路 1-7-2-8-3-6， 
所 以 进行 增 广 得 到 图 7. 2(c). 

2. 去 掉 所 有 节点 的 标号 . 图 中 有 两 个 暴露 点 {5，9}, 我 们 从 节点 5 开始 , 即 LIST= 
{5). 检查 节点 5 得 到 LIST= {7, 8, 10}. 依次 检查 节点 7, 8, 10, 1, 2, 4, 得 到 标号 节点 组 
成 的 交错 树 如 图 7. 2(d). 此 时 LIST 二 多, 则 表明 不 存在 从 5 出 发 的 增 广 路 , 所 以 将 节点 5 
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以 及 它 所 关联 的 弧 (5, 7)，(5,， 8)，(5, 10) 从 N 中 删 去 . 此 时 只 有 一 个 暴露 节点 9( 第 1 排 
没有 暴露 点 ),， 已 经 得 到 最 优 解 M 一 {(1, 7), (2, 8), (3, 6), (4, 10)}. 口 

算法 复杂 度 分 析 : 由 于 每 次 针对 暴露 点 p 的 迭代 中 ，, 如果 找到 了 一 条 p-q 增 广 路 , 则 
进行 增 广 , 此 后 节点 p,g 永远 保持 为 匹配 点 ;如 果 算法 没有 找到 增 广 路 , 我 们 删 去 p 及 其 
关联 的 弧 , 所 以 算法 最 多 执行 O(n) 次 遍历 搜索 和 增 广 . 一 次 增 广 (STEP5) 最 多 需要 OCn) 
次 基本 操作 . 选取 N 中 一 个 暴露 点 p 以 后 , 对 于 每 个 外 点 ,我 们 最 多 需要 考虑 所 有 与 它 相 
邻 的 节点 ;而 对 于 一 个 内 点 , 我 们 只 需要 考虑 与 它 匹配 的 配偶 节点 . 所 以 , 选取 N 中 一 个 暴 
露点 户 以 后 , 遍历 搜索 的 复杂 度 为 O(m). 因此 ,上述 增 广 路 算法 的 总 的 时 间 复 杂 度 为 
Omn). 


7.2.2 应 用 简单 网 络 上 的 最 大 流 算法 


对 于 二 部 图 , 一定 存在 V 的 划分 V, 和 V;, 使 得 A 中 的 弧 总 是 横 跨 在 V, 和 V: 之 间 ， 
因此 直接 将 网 络 写成 N=(V,, V，A). 我们 首先 把 横 跨 在 V， 和 V 之 间 的 无 向 弧 (i, 7 修 
改 为 有 向 弧 (i, j) ;然后 增加 两 个 节点 s，t， 并 增加 弧 (s, 让 和 (j, 4). 记 新 的 网 络 为 N'， 令 
所 有 弧 上 的 容量 为 1, 则 最 大 匹配 问题 转化 为 N “的 最 大 流 问题 . 这 是 因为 ， 对 于 原 网 络 N 
中 任意 一 个 匹配 M, 一 定 存在 N“ 中 的 一 个 整 可 行 流 x 与 之 对 应 ;反之 , 对 于 N “中 的 一 个 束 
可 行 流 x, 一 定 存在 N 中 的 一 个 匹配 M 与 之 对 应 ;并 且 有 |M| 一 v(x)， 

回顾 第 5. 6. 2 节 可 以 知道 ，N 是 一 个 单位 容量 简单 网 络 . 因此 ， 应 用 该 节 介绍 的 最 大 
流 算法 ,求解 二 部 匹配 问题 的 复杂 度 为 OC(m“m). 这 是 目前 求解 二 部 匹配 问题 的 复杂 度 最 
低 的 算法 . 
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我 们 这 一 节 将 二 部 图 的 增 广 路 算法 推广 到 一 般 图 . 7. 2 节 介绍 的 增 广 路 算法 应 用 于 
求解 一 般 图 的 匹配 问题 可 能 得 不 到 最 大 匹配 , 也 就 是 说 ,即使 存在 增 广 路 ， 上述 算法 也 
不 一 定 能 发 现 它 ， 即 能 否 发 现 它 与 算法 检查 节点 的 顺序 有 关系 . 本 节 首 先 介 绍 “ 花 "的 概 
念 . 

例 7.2 我 们 再 通过 一 个 例子 观察 一 下 上 述 算法 为 什么 不 一 定 能 发 现 所 有 可 能 的 增 广 
路 . 在 如 图 7. 3 所 示 的 网 络 中 , 存在 从 暴露 点 p 二 1 出 发 的 增 广 路 1-2-3-6-7-8. 如 果 从 暴 
露点 Pp 三 1 出 发 搜索 增 广 路 时 ,对 圈 上 的 节点 以 反 (9) G) 

时 针 方 向 标号 , 则 节点 1，3，7 被 标号 为 外 点 

(OUTER”)， 节 点 2，6，8 被 标号 为 内 点 2@ 一 一 @) 

(*INNER”), 因此 可 以 找到 该 增 广 路 . 如 果 对 圈 

上 的 节点 以 顺 时 针 方 向 标号 , 则 节点 1, 3, 5 被 标 外 (©) OO—© 
号 为 外 点 (“OUTER”)，, 节点 2, 4, 7 被 标号 为 内 ”图 7.3 增 广 路 算法 失败 的 例子 ( 例 7.2) 
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点 (*INNER”). 此 时 由 于 节点 7 为 内 点 , 因此 下 一 个 得 到 标号 点 只 有 7 的 配偶 6 (节点 6 被 
标号 为 外 点 ), 最 后 找 不 到 增 广 路 . 口 

通过 这 个 例子 , 我 们 可 以 看 出 问题 就 出 在 网 络 中 出 现 了 奇 圈 (图 中 的 3-4-5-7-6-3)， 
使 得 沿 着 圈 的 不 同方 向 标号 时 ， 节 点 得 到 的 标号 不 一 样 . 也 就 是 说 ， 圈 上 的 所 有 节点 既 可 
能 是 内 点 , 也 可 能 是 外 点 . 我们 在 7.2 节 介绍 的 算法 中 , 由 于 只 有 当 节点 为 外 点 时 才 对 所 有 
与 之 相 邻 的 节点 进行 标号 , 而 当 节 点 为 内 点 时 只 对 与 之 匹配 的 节点 进行 标号 , 所 以 可 能 找 
不 到 所 有 增 广 路 . 如 果 我 们 使 得 奇 圈 上 的 节点 一 定 可 以 得 到 外 点 标号 , 则 应 该 可 以 找到 所 
有 增 广 路 . 这 就 是 把 二 部 图 的 匹配 算法 推广 到 一 般 图 上 去 的 关键 所 在 . 

回顾 7.2 节 的 算法 , 我 们 知道 算法 不 会 对 已 经 得 到 标号 的 节点 重新 标号 , 因此 
的 节点 只 可 能 得 到 “内 点 ”或 “外 点 "标号 中 的 一 个 ,而 不 可 能 保证 都 一 定 得 到 外 点 标号 . 我 
们 可 能 马上 想到 一 种 可 能 的 改进 , 即 在 算法 过 程 中 允许 对 已 经 得 到 标号 的 节点 重新 标号 . 
但 实际 上 , 这 一 做 法 不 是 一 个 有 效 的 方法 . 例如 ,在 上 面 的 例子 中 , 如 果 沿 1-2-3-6-7-5- 
4-3-2-9 标号 , 则 节点 2 和 节点 3 在 标号 后 又 得 到 新 的 标号 , 最 后 节点 9 得 到 内 点 标号 . 此 
时 ， 算法 将 报告 发 现 了 一 条 从 节点 1 至 节点 9 的 增 广 路 , 然而 实际 上 网 络 中 并 不 存在 这 样 
的 增 广 路 . 因此 , 我 们 必须 从 其 他 方面 考虑 对 7.2 节 的 算法 进行 改进 , 通常 采用 的 办 法 是 下 
面 将 要 介绍 的 所 谓 “ 花 朱 收 缩 " 技 巧 . 为 此 我 们 先 介绍 “ 花 ”的 概念 . 

定义 7.4 对 于 网 络 N 的 匹配 M 和 暴露 点 p， 由 满足 以 下 条 件 的 一 条 交错 路 和 一 个 奇 
圈 所 爸 成 的 子 图 称 为 " 花 "(flower) ， 

(1) 该 子 图 中 交错 路 是 从 p 到 g 的 一 条 交错 路 , 且 9 在 该 交错 路 上 是 一 个 外 点 ; 

(2) 该 子 图 中 奇 圈 与 交错 路 的 唯一 交点 为 9, 图 上 自由 弧 与 匹配 弧 交替 出 现 , 且 圈 上 与 
4 关联 的 两 条 弧 都 是 自由 弧 ; 

此 时 ， 称 p-q 交错 路 为 花茎 (stem), 称 gg 奇 圈 为 花 采 (blossom), 而 称 p 为 根 (root)， 
称 4 为 花 蒂 (base). 

例如 , 在 上 面 的 例子 中 , 子 图 1-2-3-6-7-5-4-3 为 花 , 路 1-2-3 为 花 共 , 圈 3-6-7-5 
4-3 为 花 打 ,节点 p 三 1 为 根 ,节点 9 一 3 为 花 蒂 . 一 般 情 况 下 , 我 们 也 允许 户 和 4 重合 , 此 
时 花茎 为 空 集 . 

显然 , 花茎 的 长 度 一 定 是 偶数 , 目 从 根 p 出 发 在 花 上 不 存在 增 广 路 . 为 了 找到 增 广 路 ， 
一 定 要 至 少 增加 一 条 不 在 花 上 的 弧 . 虽然 花 打 上 的 节点 可 以 是 内 点 也 可 以 是 外 点 , 但 只 有 
当 它 是 外 点 时 才 可 能 对 与 之 相 邻 的 不 在 花 上 的 节点 进行 标号 , 所 以 我 们 希望 使 得 花 打 上 的 
节点 一 定 可 以 得 到 外 点 标号 . 通常 采用 的 办 法 是 把 花 休 收缩 (contract 或 shrink) 成 为 一 个 
节点 进行 处 理 ， 当 找到 一 条 增 广 路 以 后 再 将 它 展开 . 这 一 技巧 与 我 们 在 3. 3 节 和 3. 4 节 中 
所 采用 的 方法 有 许多 类 似 之 处 . 

定义 7.5 对 于 网 络 N 的 匹配 M 和 花 打 W, 网 络 N 关于 W 的 收缩 ( 记 为 N/W) 定 

(1) 用 人 工 节点 zw 代替 花 打 W, 即 增加 和 人工 节 点 了 而 删 去 花 朱 W 中 的 所 有 节点 ; 
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(2) 修改 原 网 络 中 的 弧 ， 即 所 有 原来 与 W 中 节点 相 邻 的 节点 变 成 与 w 相 邻 . 

那么 , 我 们 如 何 才能 知道 网 络 中 存在 花 , 并 找到 花 朱 进行 收缩 呢 ? 我 们 可 以 仍然 按照 
7.2 节 介 绍 的 算法 进行 搜索 , 但 是 在 算法 过 程 中 增加 检查 是 否 遇 到 对 已 经 标号 过 的 节点 可 
能 赋予 不 同 的 新 标号 的 情况 . 当 网 络 中 存在 花 时 , 一 定 会 遇 到 对 已 经 标号 过 的 节点 i 可 能 
赋予 不 同 的 新 标号 的 情况 , 此 时 我 们 并 不 对 该 节点 i 的 标号 真 的 进行 修改 , 而 仅仅 报告 发 
现 网 络 中 存在 花 , 因此 需要 找到 对 应 的 花 朱 并 对 它 进行 收缩 . 为 了 找到 对 应 的 花 朱 , 我 们 
可 以 同时 从 当前 节点 和 节点 i 出 发 沿 交 错 路 反 向 追踪 ,找到 两 条 交错 路 上 的 第 一 个 公共 点 
zw， 则 找到 了 对 应 的 花 朱 ， 其 中 w 为 花 蒂 . 具体 算法 如 下 : 


非 二 部 图 的 匹配 算法 

STEP0 在 网 络 N 中 任 取 一 个 匹配 M( 如 M 一 好), 置 所 有 N 中 节点 i 的 标号 为 label( 站 二 
“NULL'( 这 里 'NULL’ 表 示 没 有 标号 ). 

STEP1 如 果 N 中 不 存在 暴露 点 , 则 M 为 最 大 匹配 , 结束 . 否则 选取 N 中 一 个 暴露 点 p， 
置 节 点 p 的 标号 为 label(p)=‘OUTER?’, LIST={p}. 

STEP2 如 果 LIST= 多 , 则 表明 不 存在 从 p 出 发 的 增 广 路 , 所 以 将 节点 p 以 及 它 所 关联 
的 弧 从 N 中 删 去 , 转 STEP1. 否则 从 LIST 中 取出 一 个 节点 i, 令 LIST=LIST\ 
{让 .如 果 label(i) =*OUTER’, 转 STEP3; 和 否则 转 STEP4. 

STEP3 ”对 i 的 每 个 相 邻 节点 j: 如 果 label(j) 二 “OUTER?, 转 STEP5; 如 果 j 为 暴露 点 , 令 
gq 三 j，pred(q) 二 i, 转 STEP6; 如 果 j 为 匹配 点 且 label(j) 二 “NULL’, 令 pred( 站 = 
i, label(j)=*INNER’, LIST=LISTU (让 . 转 STEP2. 

STEP4 记 i 的 匹配 点 为 j; 如果 label(j) = “INNER’', 转 STEP5; 如果 label (7 ) 一 
‘NULL'( 无 标号 ), 令 pred(j)==i, label(j) = ‘OUTER’, LIST=LISTU {j})， 
转 STEP2 ;否则 直接 转 STEP2. 

STEP5 ”找到 对 应 的 花 打 , 并 将 该 花 打 收缩 为 一 个 人 工 节点 , 同时 修改 网 络 和 LIST. 令 该 
人 工 节 点 的 标号 为 “OUTER?”, 并 将 该 人 工 节 点 加 入 LIST 中 , 转 STEP2. 

STEP6 ”利用 数组 pred 所 记录 的 信息 , 从 节点 4 反 向 追踪 确定 一 条 pp-q 增 广 路 已 … 展开 书 ' 
上 的 人 工 节点 ,确定 一 条 不 包括 人 工 节 点 的 增 广 路 P. 执行 增 广 操作 M 一 MP. 
置 所 有 N 中 节点 i 的 标号 为 label(i) 二 “NULL’”, 转 STEP1. 


例 7.3 在 图 7.4(a) 所 示 的 网 络 中 , 计算 最 大 匹配 (假设 一 个 当前 匹配 已 经 知道 , 已 经 
标示 在 图 中 ). 

假设 每 次 检查 一 个 节点 时 对 它 的 邻居 按照 节点 标号 由 小 到 大 的 顺序 检查 . 但 是 , 为 了 
说 明 算 法 时 的 方便 , 我 们 在 这 个 例子 里 对 LIST 中 的 节点 的 检查 顺序 并 不 特别 指定 . 我 们 
把 各 节点 的 标号 label 和 pred 直接 表示 在 节点 旁边 的 括号 中 (第 1 部 分 表示 标号 label, 第 2 
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图 7.4 非 二 部 图 匹配 的 例子 ( 例 7. 3) 


部 分 表示 pred， 即 从 何 处 获得 标号 ). 

从 当前 匹配 开始 , 计算 过 程 如 下 : 

(1) 图 中 有 3 个 暴露 点 (1, 8, 11), 我 们 首先 从 节点 1 开始 , 即 LIST={1). 取出 节点 1 
进行 检查 , 得 到 交错 树 如 图 7.4(b). 此 时 LIST 王 {2, 3, 9}, 取出 节点 2 进行 检查 ,发 现 其 
配偶 节点 3 也 具有 内 点 标号 , 所 以 发 现 了 一 个 花 朱 Si 二 {1, 2, 3}. 收缩 S, 为 人 工 节点 12， 
则 网 络 如 图 7. 4(c). 

(2) 此 时 LIST= {9,，12}, 我们 优先 选取 人 工 节点 12, 继续 标号 , 得 到 的 交错 树 如 
图 7.4(d). 此 时 LIST 二 (4, 5, 6, 9}, 假设 选取 节点 4 进行 检查 , 则 其 配偶 节点 7 得 到 标 
号 . 继续 选取 节点 5 进行 检查 , 发 现 其 配偶 节点 6 也 具有 内 点 标号 , 所 以 发 现 了 一 个 花 朱 
S, 二 {12, 5, 6}. 收缩 S; 为 人 工 节点 13, 则 网 络 如 图 7. 4(e). 
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(3) 此 时 LIST 二 17, 9, 13), 交错 树 如 图 7. 4(f). 我 们 优先 选取 人 工 节点 13, 继续 标 
号 , 发现 其 相 邻 节点 7 也 具有 外 点 标号 , 所 以 发 现 了 一 个 花 朱 S; 二 {13, 4, 7). 收缩 S; 为 
人 工 节点 14, 则 网 络 如 图 7. 4(g). 

(4) 此 时 LIST 二 (9, 14), 取出 节点 14 进行 检查 ,发 现 其 相 邻 节点 8 为 暴露 点 , 因此 
找到 了 一 条 增 广 路 14-8. 

(5) 依次 展开 节点 14，13，12, 得 到 增 广 路 14-8 即 为 13-7-4-8, 或 等 价 地 为 12-5-6- 
7-4-8, 即 1-3-2-5-6-7-4-8. 增 广 得 到 图 7.4(h). 

(6) 此 时 图 中 只 有 一 个 暴露 节点 11, 继续 搜索 不 可 能 找到 增 广 路 , 因此 已 经 得 到 最 
优 解 . 口 

算法 复杂 度 分 析 : 我 们 这 里 只 是 粗略 地 介绍 一 下 上 述 算法 的 复杂 性 , 首先 , 与 二 部 匹 
配 算法 类 似 , 非 二 部 匹配 算法 最 多 执行 O(z) 次 遍历 搜索 和 增 广 . 但 由 于 搜索 中 可 能 有 收 
缩 , 增 广 中 可 能 要 展开 人 工 因此 一 般 来 说 总 的 复杂 度 高 于 二 部 匹配 算法 , 但 可 以 注 
意 到 ， 每 个 花 朱 至 少 含有 3 个 节点 , 收缩 后 变 成 一 个 人 工 节点 , 因此 每 次 收缩 至 少 使 得 节点 
数 减 少 两 个 . 所 以 ,每 次 搜索 到 一 条 增 广 路 所 执行 的 收缩 次 数 最 多 不 超过 n/2 次 (自然 , 每 次 
增 广 中 展开 人 工 节点 的 次 数 也 最 多 不 超过 n/2 次 ). 通过 细致 的 实施 , 可 以 使 得 这 最 多 mn/2 次 
收缩 和 展开 的 总 复杂 度 为 OC ). 因此 ,， 上述 增 广 路 算法 的 总 的 时 间 复杂 度 为 Oo ). 

从 历史 上 看 , 非 二 部 匹配 算法 是 由 Edmonds 于 1965 年 首先 提出 的 ， 当 时 给 出 的 算法 
的 复杂 度 为 O(w' ). 此 后 ,许多 研究 将 算法 的 复杂 度 不 断 改进 为 OCmnm?),， OCGm?), OG)， 
OGmn) 等 . 1980 年 Micali 和 Vazirani 将 算法 的 复杂 度 改进 为 Olmm'“), 这 是 目前 复杂 度 最 
好 的 算法 . 而 且 可 以 看 出 , 这 一 结果 与 7. 2 节 利 用 单位 容量 简单 网 络 所 得 到 的 二 部 匹配 算 
法 的 复杂 度 是 一 样 的 . 从 这 个 角度 来 看 ,二 部 匹配 与 非 二 部 匹配 在 算法 的 复杂 度 上 没有 本 
质 的 区 别 。 


7.4 二 部 赋 权 匹配 问题 


对 于 赋 权 匹配 问题 , 我 们 不 妨 假设 所 有 弧 上 的 权 非 负 ， 因为 负 权 弧 一 定 不 会 出 现在 最 
大 匹配 中 . 也 就 是 说 , 如 果 某 条 弧 上 的 权 为 负数 , 我 们 可 以 去 掉 这 条 弧 , 或 者 将 这 条 弧 上 的 
权 修 改 为 0. 

对 于 二 部 图 , 一 定 存在 节点 集 V 的 划分 V 和 V:，, 使 得 图 中 的 弧 总 是 横 跨 在 V 和 Vs: 
之 间 , 因此 可 以 直接 将 网 络 写成 N 一 (W，V:, 4，C). 我 们 可 以 不 妨 假设 |V, | 一 |V:|, 因 
为 当 某 个 集合 中 的 节点 数 少 于 另外 一 个 集合 中 的 节点 数 时 , 我 们 总 可 以 在 节点 数 较 少 的 集 
合 中 增加 节点 , 使 得 |V, | 一 |V:|. 进一步 , 我 们 可 以 不 妨 假设 二 部 图 为 完全 图 , 因为 如 果 
不 是 完全 图 , 我 们 可 以 增加 弧 使 它 变 成 完全 图 , 并 令 这 些 增加 的 弧 上 的 权 为 0. 显然 , 这 些 
操作 不 会 影响 最 大 权 匹 配 的 最 优 值 . 

也 就 是 说 , 我 们 只 需要 考虑 非 负 权 的 完全 二 部 图 网 络 N 上 的 匹配 问题 . 在 这 种 情况 
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下 , 我 们 可 以 证 明 一 定 存在 一 个 完美 匹配 为 最 大 权 匹 配 . 这 是 因为 ， 如果 某 个 最 大 权 匹 配 
不 是 完美 匹配 , 而 由 于 二 部 图 为 完全 图 , 所 以 总 可 以 在 该 最 大 权 匹 配 中 增加 一 些 弧 使 得 它 
变 成 完美 匹配 . 注意 到 所 有 弧 上 的 权 非 负 , 这 样 做 不 会 减少 匹配 的 权 . 在 这 样 的 假设 下 ,下 
面 我 们 将 说 明 二 部 赋 权 匹配 问题 可 以 很 容易 地 转化 为 最 小 费用 流 问 题 . 

记 |V,|=|V: | 二 n. 我 们 首先 把 横 跨 在 V 和 V: 之 间 的 无 向 弧 (i, j) 修 改 为 有 向 弧 (i， 
四, 令 弧 上 的 容量 为 1, 费用 c= 二 K 一 cs (K 为 一 个 充分 大 的 正 整 数 , 保证 4 为 非 负 整数 )， 
然后 增加 两 个 节点 s, +， 并 对 W 中 的 所 有 节点 i 和 Vs 中 的 所 有 节点 增加 有 向 弧 (s, 让 和 
(j， 60， 令 所 有 这 些 颖 上 的 容量 为 1, 费用 cf 二 0. 记 新 的 网 络 为 N', 则 最 大 赋 权 匹配 问题 
转化 为 N “的 最 小 费用 流 问 题 . 这 是 因为 , 对 于 原 网 络 N 中 任意 一 个 匹配 M, 一 定 存在 N" 
中 的 一 个 整 可 行 流 x 与 之 对 应 ;反之 , 对 于 N“ 中 的 一 个 整 可 行 流 x*, 一 定 存在 N 中 的 一 个 
匹配 M 与 之 对 应 ;并 且 我 们 一 定 有 |M|=v(x), C'(M)=KIM| 一 CC(M). 由 于 对 于 NN 中 的 
任意 一 个 完美 匹配 M，, 一 定 有 |M| 二 xn, 所 以 我 们 可 以 在 N' 中 计算 一 个 流 值 为 的 最 小 费 
用 整 可 行 流 ， 它 所 对 应 的 完美 匹配 一 定 就 是 最 大 权 匹 配 . 

第 6 章 中 介绍 的 算法 都 可 以 用 来 求解 本 节 的 匹配 问题 . 这 里 我 们 只 是 对 其 中 的 两 种 算 
法 作 一 点 简单 的 分 析 . 

假设 采用 最 短 增 广 路 算法 来 求解 本 节 的 匹配 问题 .第 6 章 中 我 们 分 析 过 该 算法 求解 流 

， 值 为 v 的 最 小 费用 流 问 题 的 复杂 度 为 OC(vS(n, m,nC)), 其 中 S(n, mm，C) 为 非 负 权 网 络 

的 最 短路 算法 的 复杂 度 . 之 所 以 S(n, m,nC) 中 第 3 个 参数 为 nC， 是 因为 残 量 网 络 中 弧 上 
的 费用 上 界 为 nC. 对 于 本 节 的 匹配 问题 , 由 于 最 短 增 广 路 长 度 固 定 为 3, 所 以 该 算法 的 复 
杂 度 可 以 表示 为 O(nSCn, m, C)). 

假设 采用 原始 -对 偶 算 法 来 求解 本 节 的 匹配 问题 . 记 求解 非 负 弧 长 网 络 的 最 短路 算法 的 
复杂 度 为 Sn, mm，C)， 最 大 流 算法 的 复杂 度 为 MCn, mm, U), 第 6 章 中 我 们 分 析 过 一 般 情 
况 下 本 算法 复杂 度 为 OCmin{nU, nC} [SCn, mm, nC) 十 M(n, m, U)]), 对 于 本 节 的 匹配 问 
题 , 由 于 增 广 路 的 特殊 性 ,所 以 即使 采用 Ford-Fulkerson 标号 算法 , 计算 最 大 流 的 复杂 度 
也 不 会 超过 Olnm). 因此 , 原始- 对偶 算法 来 求解 本 节 的 匹配 问题 的 复杂 度 也 可 以 表示 为 
OCSCny， m, C)). 

在 运筹 学 中 , 一 般 把 二 部 赋 权 匹配 问题 称 为 指派 问题 ,而 把 上 面 的 原始 -对 偶 算法 称 
为 匈牙利 算法 . 由 于 目前 求解 非 负 权 网 络 的 最 短路 问题 的 强 多 项 式 算法 的 复杂 度 最 好 为 
Olm 十 nlogn),， 所 以 目前 求解 二 部 赋 权 匹配 问题 的 复杂 度 最 低 的 强 多 项 式 算法 的 复杂 度 最 
好 为 OCmn 十 nw*logn). 对 于 完全 图 , 由 于 m 二 OCm*), 所 以 复杂 度 为 OC ). 


7.5 非 二 部 赋 权 匹配 问题 


对 于 赋 权 匹配 问题 ,7. 4 节 我 们 说 过 可 以 假设 所 有 弧 上 的 权 非 负 . 进一步 , 我 们 可 以 不 
妨 假 设 网 络 图 为 完全 图 且 节 点 个 数 为 偶数 , 因为 否则 的 话 , 我 们 可 以 增加 一 个 节点 和 若干 
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弧 使 它 变 成 偶数 阶 完全 图 , 并 令 这些 增 加 的 弧 上 的 权 为 0. 显然 , 这 些 操作 不 会 影响 最 大 权 
匹配 的 最 优 值 . 

对 于 一 般 的 赋 权 匹配 问题 , 我 们 在 7. 1 节 中 建立 了 它 的 线性 规划 模型 (7. 1)，(7. 2)， 
(7.5)，(7. 6). 通过 约束 条 件 (7. 2 和 (7. 5) 引 入 对 偶 变 量 c 和 8， 可 以 得 到 该 线性 规划 模型 
的 对 偶 问题 为 


min( De + Dsp:) (7.7) 
sls 
statat+ DD) REo，VG iDEA， (7.8) 
no fe res 
wm>0, Vi€V, (7.9) 
及 三 0， YS.€ Os. (7.10) 
其 中 OS 表示 网 络 中 所 有 节点 奇 集 的 集合 . 当 网 络 中 的 节点 数 ”为 偶数 时 ， 
n\n n i 
losI= (3)+ (8)+t™+(, 1)=2"—n. (7.11) 
记 r 二 (a ,8), 令 
G=a+a+ 2 AB-e, Vl(i,))€A, (7.12) 
ho heresy 
则 互补 松弛 条 件 为 
czy=0， VY(i, EA, (7.13) 
( D2) zo —s)p, 二 0,V 节点 奇 集 S, € O05(| S |= 2s, 十 1)， (7.14) 
os 
( 3 mc=o，viev. (7.15) 


te TeA 


下 面 , 我 们 采用 原始 -对 偶 算法 进行 求解 . 原始 -对 偶 算 法 的 基本 思想 是 ,算法 在 执行 
过 程 中 永远 保持 x 的 原始 可 行 性 和 x = (a ,8 ) 的 对 偶 可 行 性 , 并 保持 式 (7. 13) 和 式 (7. 14) 
成 立 .通过 迭代 改进 ， 当 (7.15) 也 成 立时 , 则 已 经 得 到 了 最 优 解 . 

为 了 永远 保持 (7. 13), 我 们 看 到 x 只 有 在 下 面 的 弧 集合 上 才 可 以 为 非 零 ( 即 匹配 弧 一 
定位 于 下 面 的 弧 集合 中 ) : 

A’={(i, DEAIc, =0}. (7.16) 

为 了 永远 保持 (7. 14)， 我 们 看 到 B. 只 有 在 节点 奇 集 Se 为 花 条 ( 即 S, 中 正好 含有 sx 条 
匹配 弧 ) 时 才 可 以 为 非 零 . 

而 所 谓 (7. 15) 成 立 , 也 就 是 说 , 对 于 任意 一 个 节点 i, 要 么 a 二 0, 要 么 i 是 匹配 点 . 反 过 
来 说 , 如 果 没 有 达到 最 优 解 , 则 一 定 存在 使 得 w >0 的 暴露 点 i. 算法 的 目标 就 是 要 通过 迁 
代 使 得 这 种 不 满足 (7. 15) 的 节点 减少 : 首先 考虑 对 当前 匹配 进行 增 广 , 使 得 更 多 的 节点 变 
成 匹配 点 ;如 果 不 能 找到 增 广 路 , 则 对 对 偶 变 量 进 行 修改 . 

由 于 匹配 统一 定位 于 A 中 , 所 以 为 了 保持 (7. 13), 我 们 只 应 该 在 子 网 络 N’ 二 (V, A’) 
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中 查找 增 广 路 . 在 前 面 介绍 的 计算 一 般 图 和 二 部 图 的 最 大 基数 匹配 的 增 广 路 算法 中 , 我 们 
可 以 看 出 : 查找 从 一 个 暴露 点 出 发 的 增 广 路 的 过 程 , 实际 上 是 生成 一 棵 以 该 节点 为 根 的 交 
错 树 . 如 果 对 多 个 暴露 点 出 发 进行 查找 , 则 实际 上 是 生成 一 个 交错 森林 . 而 且 , 由 于 展开 一 
个 已 经 收缩 的 花 休 以 后 , 这 个 花 末 可 能 又 会 在 后 续 操作 中 继续 出 现 而 再 次 被 收缩 , 所 以 我 
们 在 不 必要 时 可 以 暂时 不 将 所 有 人 工 节 点 展开 ,这样 可 以 避免 一 些 重复 计算 .那么 , 什么 
样 的 人 工 节点 不 必要 展开 呢 ? 为 了 保持 (7. 14)， 当 及 二 0 时 ,节点 奇 集 Si 一 定 是 花 打 ( 即 
Ss 中 一 定 含有 ss 条 匹配 弧 )， 因 此 没有 必要 展开 . 所 以 ,我们 可 以 只 展开 B, 二 0 所 对 应 的 人 
工 节点 . 

如 果 不 能 找到 增 广 路 , 则 需要 对 对 偶 变 量 进行 修改 . 这 一 对 对 偶 变 量 的 修改 过 程 的 细 
节 比 较 复杂 , 我们 将 在 以 下 的 算法 中 详细 介绍 . 

初始 的 原始 可 行 解 和 对 偶 可 行 解 z 二 (a ,B) 可 以 取 为 


zs=0, VC JEA， (7.17) 
eu 

mmaxcn, ViEV, (7.18) 

及 一 0， YY 节 点 奇 集 StE OS. (7.19) 


容易 验证 这 样 定义 的 为 对 偶 可 行 解 ， 且 满足 式 (7.13) 和 式 (7. 14)， 
下 面 给 出 具体 算法 如 下 : 


非 二 部 赋 权 匹配 问题 的 原始 -对 偶 算 法 
STEP0 在 网 络 N 中 按照 (7. 17) 一 (7. 19) 初 始 化 x 和 x 二 (a ,8),， 此 时 M= 名 . 置 所 有 N 
中 节点 i 的 标号 为 label(i)=“NULL?” (这 里 *NULL? 表 示 没 有 标号 ). 
STEP1 如 果 NN 中 不 存在 满足 co>0 的 暴露 点 户 , 则 M 为 最 大 匹配 (如 果 存 在 人 工 节点 ， 
则 需要 将 人 工 节点 展开 , 且 展 开 时 对 应 的 奇 圈 是 花 朱 ) ,结束 . 否则 继续 STEP2. 
STEP2 在 N= (V, A') 中 寻找 所 有 可 能 的 增 广 路 . 
STEP2.1 如 果 和 中 不 存在 无 标号 的 暴露 点 , 转 STEP4; 否 则 选取 N' 中 一 个 无 标 
号 的 暴露 点 p, 置 节 点 p 的 标号 为 label(p) 一 ‘OUTER?’, LIST={p}. 
STEP2.2 如 果 LIST= 名 , 则 说 明 N' 中 不 存在 从 p 出 发 的 增 广 路 , 转 STEP4. 1; 
否则 从 LIST 中 取出 一 个 节点 i, 令 LIST=LISTN{ 直 . 如果 label(i) 一 
“OUTER”, 转 STEP2. 3; 否 则 转 STEP2. 4. 
STEP2.3 对 i 的 每 个 在 N' 中 的 相 邻 节点 j: 如 果 label(j) 二 “OUTER’', 转 
STEP 2. 5; 如 果 j 为 暴露 点 , 令 q 王 j,pred(q) 一 i, 说 明 找到 了 增 广 路 ， 
转 STEP2.6; 如 果 j 为 匹配 点 且 label(j) 二 “NULL?”, 令 pred(j)=i， 
label(j)= “INNER’, LIST=LISTU {j}). 转 STEP2. 2. 
STEP2.4 记 i 的 匹配 点 为 j (i 一定 在 N 中 ), 如 果 label(j) 一 “INNER”， 转 
STEP2. 5; 如 果 label(j) 一 “NULL’( 无 标号 ), 令 pred(j) 二 i, label(j) 一 
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“OUTER’?, LIST 二 LISTU { 亡 , 转 STEP2. 2; 否 则 直接 转 STEP2. 2. 

STEP2.5 找到 对 应 的 花 条 , 并 将 该 花 朱 收缩 为 一 个 人 工 节点 , 同时 修改 网 络 
N’ 和 LIST. 令 该 人 工 节点 的 标号 为 ‘OUTER’, 并 将 该 人 工 节点 加 入 
LIST 中 , 转 STEP2. 2. 

STEP2.6 ”利用 数组 pred 所 记录 的 信息 , 从 节点 4 反 向 追踪 确定 一 条 志 rq 增 广 路 P' 
展开 已 上 的 人 工 节点 , 确定 一 条 不 包括 人 工 节点 的 增 广 路 已 转 STEP3. 

STEP3 增 广 M (修改 x): 执行 增 广 操作 M 二 MO@P. 在 N' 中 展开 所 有 满足 Bi =0 的 花 打 
(节点 奇 集 ) S,， 并 修改 其 他 相关 花 朱 的 花 蒂 . 去 掉 所 有 节点 的 标号 ( 即 标号 为 
“NULL”，, 令 交 错 森 林 为 空 集 ). 转 STEP2. 
STEP4 修改 对 偶 变 量 . 具体 做 法 如 下 : 

STEP4. 1 定义 如 下 集合 : 

OS' 一 {S,EOS|S, 已 经 收缩 为 人 工 节点 ， 且 标号 为 外 点 ) 

OS ={SeEOS1Se 已 经 收缩 为 人 工 节点 ， 且 标号 为 内 点 }， 

OS™={S.EOSIS, 已 经 收缩 为 人 工 节点 ， 但 未 被 标号 } ， 

V' 二 {vEVlv 被 标号 为 外 点 或 位 于 OS' 的 某 个 奇 集 中 }， 

V 二 {vEV1v 被 标号 为 内 点 或 位 于 OS 的 某 个 奇 集中 }， 

V={vEVlv 为 无 标号 点 或 位 于 OS 的 某 个 奇 集中 }， 

A'=({(i, DEAIiEV' JEV 

={(i, 站 EAIiEV'., jV'，, 且 不 存在 Si.EOS* 同时 包含 i 和 站). 
STEP4.2 计算 


(i minp, O05-#8%, 
6 
; 


co， 0OS -=%, 


| min c, A 2, 
coy 4 一 分 ， 
6 = min{6,, 02, 01, 04}. 
STEP4. 3 ”修改 对 偶 变 量 如 下 : 
上 i€V', 


= 


atd, i€V, 
aiy 其 他 ， 
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B+28, S, € QOS+， 
B=1B—28, S:€ O05-, 
Bp, 其 他 . 
STEP4.4 如 果 N 中 不 存在 满足 av 二 0 的 暴露 点 p, 则 M 为 最 大 匹配 (如 果 存 在 
人 工 节 点 , 则 需要 将 人 工 节点 展开 , 且 展 开 时 对 应 的 奇 圈 是 花 打 ), 结 
束 . 否则 继续 STEP4. 5. 
STEP4.5 展开 所 有 满足 及 一 0 的 花 朱 (节点 奇 集 )S,， 修改 子 网 络 N'. 如 果 某 条 
弧 (u, v) 被 加 入 N 中 , 且 u 和 vw 在 交错 森林 中 位 于 两 棵 不 同 的 交错 
子 树 上 , 则 找到 了 一 条 增 广 路 ( 记 该 增 广 路 为 P', 在 原 网 络 中 对 应 的 
增 广 路 为 P), 转 STEP3. 否则 保持 当前 交错 森林 不 变 , 转 STEP2. 


下 面 我 们 需要 说 明 上 述 算法 确实 是 正确 的 . 也 就 是 说 , 我 们 需要 证 明 算法 一 定 在 有 限 
步 内 终止 , 且 终止 时 原始 可 行 解 x 和 对 偶 可 行 解 z 一 (ec ,B ) 满 足 式 (7. 13) 一 式 (7. 15). 由 于 
只 在 N“ 中 查找 增 广 路 ,所 以 增 广 操作 (STEP3) 不 会 破坏 式 (7. 13). 又 由 于 只 展开 B=0 所 
对 应 的 人 工 节点 ,所 以 增 广 操作 (STEP3) 也 不 会 破坏 式 (7.14), 所 以 , 问题 的 关键 在 于 对 
偶 变量 的 修改 操作 也 保持 式 (7. 13) 和 式 (7. 14), 且 在 有 限 步 内 使 得 式 (7. 15) 也 满足 . 


下 理 7.2 在 上 述 算法 对 对 偶 变 量 的 修改 操作 中 , 0<3< 当 ,max .cx 


证 明 对 5,6,,6;,6, 的 取 值 分 别 讨论 . 

(1) 我 们 首先 证 明 8 过 0. 在 修改 对 偶 变 量 之 前 , 一定 存在 至 少 一 个 暴露 点 iE V* 满足 
ww 二 0,， 因 为 否则 的 话 算法 已 经 得 到 了 最 优 解 ,无需 修 改 对 偶 变量 . 此 外 , 在 算法 运行 到 目 
前 为 止 ， 暴 露点 i 应 当 一 直 是 暴露 点 ， 因 为 一 个 节点 一 旦 成 为 匹配 点 ， 则 它 以 后 一 直 保持 
为 匹配 点 . 所 以 , i 应 当 一 直 标 号 为 外 点 , 每 次 算法 修改 对 偶 变量 都 包括 对 w 的 修改 ( 减 


少 ). 由 于 开始 时 a 的 所 有 分 量 是 相等 的 { 羡 max ex )， 所 以 ,是 a 的 所 有 分 量 中 最 小 的 一 


个 . 因此， 61 一 ,>>0, 并 且 显 然 有 一 a 过 让 ,max cx 


de 

(2) 现在 证 明 总 二 0. 也 就 是 说 , 需要 证 明 {S, EOS 18=0} 一 好 .由 于 每 次 增 广 (或 修改 
对 偶 变 量 ) 之 后 , 都 将 展开 所 有 满足 及 的 花 打 (节点 奇 集 )S, ,因此 如 果 当 前 存在 某 个 满足 8 二 
0 的 花 打 S;， 则 5, 一 定 是 在 最 近 的 一 次 增 广 ( 或 修改 对 偶 变量 ) 之 后 被 发 现 并 被 收缩 的 .但 根 
据 算 法 , 这 样 的 人 工 节点 应 当 得 到 外 点 标号 , 即 S,EOS+. 所 以 {S, E05 |B 二 0}==2. 

(3) 现在 证 明 六 0. 假设 此 时 存在 (i, j) EA*! 满足 c; 二 0. 由 于 所 有 满足 c; 一 0 的 弧 都 
一 定 属于 N', 所 以 (i, 刀 属 于 N'. 由 于 i,j 不 属于 同一 个 收缩 的 花 条 , 因此 一 定 存在 一 条 增 广 
路 , 这 时 不 应 当 进 行 修改 对 偶 变 量 的 操作 . 因此 我 们 证 明了 {(i, jEA'* |c; = 二 0} 一 BZ, 所 以 
8;>0. 
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(4) 现在 证 明 8;>0. 假设 此 时 存在 (i, j) EA’ 满足 ;二 0. 由 于 所 有 满足 c; 二 0 的 弧 都 
一 定 属于 N', 所 以 (i, 力 属 于 N“. 因此 节点 j 可 以 获得 "INNER” 标 号 , 标号 后 (i, j) & A*. 
因此 我 们 证 明了 {(i, EA' 1c 二 0}= 多 , 所 以 6. 二 0. 


根据 =min{81，6:，64， 81}, 可知 0<8< 超 maxx 口 
引 理 7.3 ”对 于 原始 可 行 解 x 和 对 偶 可 行 解 z 一 (a ,B)， 对 偶 变 量 的 修改 操作 之 后 x 
和 天 仍然 是 原始 可 行 解 和 对 偶 可 行 解 . 


证 明 由 于 没有 修改 x, 因此 x 仍然 是 原始 可 行 的 . 用 x 二 (a，B ) 表 示 修 改 之 前 的 对 侦 
变量 , x 二 (a',pB ) 表 示 修 改 之 后 的 对 偶 变量 , 我 们 需要 证 明 x 是 对 偶 可 行 的 . 根据 修改 对 
偶 变量 的 公式 和 引 理 7. 2， 

Vi€V, a >a, —6Fa ,>0; 

VY 节点 奇 集 S; EOS, 8 二 8 一 26 之 a; 一 26; 宇 0. 

所 以 , 为 了 证 明 r“ 一 (ae B') 的 对 偶 可 行 性 ， 只 需 证 明 Y (i, j) EA, 之 0. 我 们 分 几 
种 情况 进行 讨论 . 

(1) (i 让 EA'UA'', 且 (i, 力 不 属 于 已 经 收缩 并 标号 的 节点 奇 集 . 此 时 根据 修改 对 
偶 变 量 的 公式 ， c5 三 G 二 0. 

(2) (i, 站 EA' .此 时 利用 6 和 6, 的 定义 , c= 二; 一 6 宇 c; 一 0, 之 0. 

(3) (i, 站 EA**, 此 时 利用 8 和 6 的 定义 ,ci 二 cj 一 6 宇 c5 一 而 宇 0. 

(4) (i, 力 属于 已 经 收缩 并 标号 为 “OUTER”( 外 点 ) 的 节点 奇 集 . 此 时 i, jEV'，, 根据 
修改 对 偶 变 量 的 公式 ，c; 二 c 一 8 一 8 十 26 二 c5 之 0. 

(5) (i, 力 属于 已 经 收缩 并 标号 为 "INNER”( 内 点 ) 的 节点 奇 集 , 此 时 i, jEV ， 根据 
修改 对 偶 变 量 的 公式 , c5 一 必 十 8 十 6 一 26 一 必 过 0. 

因此 我 们 证 明了 x 三 《a', 8 ) 的 对 偶 可 行 性 . 

引 理 7.4 ”如果 原始 可 行 解 x 和 对 偶 可 行 解 z 一 (ae, 有 ) 满 足 式 (7. 13) 和 式 (7. 14)， 则 
对 偶 变 量 的 修改 操作 之 后 x 和 zx 仍然 满足 式 (7. 13) 和 式 (7. 14). 

证 明 ”用 x 一 (a ,8) 表 示 修改 之 前 的 对 偶 变 量 , x' 一 〈a“,B ) 表 示 修 改 之 后 的 对 偶 变量 . 

(1) 要 证 明 式 (7. 13) 成 立 ， 只 需 证 明 对 于 任意 匹配 弧 (i, 力 ，cy 一 < (一 0). 如 果 (i, 让 
没有 被 收缩 , 则 它 的 两 个 端点 要 么 都 没有 标号 , 要 么 一 个 为 内 点 而 另 一 个 为 外 点 . 根据 修 
改 对 偶 变 量 的 公式 , 此 时 总 有 c5 二 5 

如 果 (i, 由 属于 已 经 收缩 并 标号 的 节点 奇 集 , 则 由 前 面 证 明 的 (4) 和 (5) 知 c5 二 c5. 

如 果 (i, 力 属 于 已 经 收缩 但 没有 标号 的 节点 奇 集 ， 则 根据 修改 对 偶 变量 的 公式 知 
wy 

(2) 要 证 明 式 (7. 14) 成 立 , 只 需 证 明 对 于 任意 节点 奇 集 , 如果 Se 不 是 花朵 ( 即 S, 中 匹 
配 弧 的 条 数 二 s.), 则 B.' 一 B( 二 0). 这 是 显然 的 , 因为 S, 不 是 花 采 时 自然 不 会 对 它 进行 收 
缩 , 根据 修改 对 偶 变量 的 公式 ， 此 时 8B 一 口 
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引 理 7.5 对偶 变量 的 修改 操作 之 后 , 交错 森林 中 的 边 (i, 门 仍然 满足 c5 二 0. 

证 明 ”用 x 二 (a ,8) 表 示 修 改 之 前 的 对 偶 变 量 , x 二 (a, B') 表 示 修 改 之 后 的 对 偶 变 
量 , 我 们 需要 证 明 c; =c; 二 0. 由 于 (i, 力 要 么 位 于 某 个 被 标号 的 花 条 内 ,， 要么 它 的 两 个 端 
点 中 一 个 为 内 点 而 另 一 个 为 外 点 , 根据 引 理 7. 4 的 讨论 (1), 此 时 总 有 c 三 <5 口 

引 理 7.6 在 上 述 算法 中 , 每 两 次 相 邻 增 广 操作 之 间 最 多 执行 5n/3 次 修改 对 偶 变 量 的 
操作 . 

证 明 我们 对 5 的 不 同 取 值 分 别 讨论 : 

(1) 6 一 各. 由 于 所 有 上 暴露 点 i 一 定 属于 V” 且 其 对 偶 变量 w 一 3 ， 所 以 3 一 3 时 执行 当 
前 修改 对 偶 变量 的 操作 以 后 将 得 到 最 优 解 , 算法 结束 . 

(2) 6 二 6. 此 时 ,修改 对 偶 变量 一 定 使 得 某 个 被 收缩 并 标号 为 内 点 的 奇 集 S, 的 对 偶 变 
量 从 非 零 修改 为 0( 即 B+ 一 0<B.). 在 一 次 增 广 操作 之 后 , 被 收缩 并 标号 为 内 点 的 奇 集 最 多 
为 wW3 个 :而 在 两 次 相 邻 增 广 操作 之 间 , 被 收缩 的 奇 集 一 定 获得 外 点 标号 . 所 以 8=6, 的 情 
况 在 两 次 相 邻 增 广 操作 之 间 最 多 出 现 n/3 次 . 

《3) 6 二 页 .此 时 ,修改 对 偶 变量 一 定 使 得 某 条 两 个 端点 均 被 标号 为 外 点 的 弧 (i, j) 所 对 
应 的 中 从 非 零 修改 为 0( 即 王 0 一 c). 也 就 是 说 i, j 都 是 外 点 ,并且 (i, 力 加 入 N' 中 .此 
时 ,不 是 发 现 一 条 增 广 路 而 进行 增 广 操作 ,就 是 发 现 一 个 花 朱 而 实施 收缩 操作 . 发 现 一 个 
花 打 而 实施 收缩 操作 时 ,该 花 朱 对 应 的 人 工 节点 一 定 获得 外 点 标号 , 所 以 该 花 打 对 应 的 对 
偶 变量 5, 在 下 一 次 增 广 操作 之 前 只 能 增加 ， 所 以 不 会 有 机 会 被 展开 . 因此 3=6; 的 情况 在 
两 次 相 邻 增 广 操作 之 间 最 多 出 现 n/3 次. 

(4) 6 一 6. 此 时 ,修改 对 偶 变 量 一 定 使 得 某 条 弧 〈i, j) 所 对 应 的 c 从 非 零 修 改 为 0( 即 
后 二 0<<c)， 且 人 力 中 一 个 节点 (不 妨 设 为 让 是 外 点 , 另 一 个 节点 (站 没有 标号 . (i, 力 加 
入 N“ 中 以 后 , 7 获得 内 点 标号 . 由 于 最 多 有 个 节点 没有 标号 , 因此 63=5 的 情况 在 两 次 相 
邻 增 广 操作 之 间 最 多 出 现 n 次. 

综 上 所 述 , 每 两 次 相 邻 增 广 操作 之 间 最 多 执行 5n/3 次 修改 对 偶 变量 的 操作 . Ey}: 

根据 以 上 引 理 ， 又 考虑 到 算法 中 总 增 广 操作 次 数 不 超 过 n 次， 每 完成 一 次 修改 对 偶 变 
量 的 操作 (包括 计算 3 等) 的 复杂 度 为 OC(m), 所 以 非 二 部 赋 权 匹配 问题 的 原始 -对 偶 算法 时 
间 复 杂 度 为 Olmn*). 可 以 将 前 面 这 些 结论 归纳 成 下 面 的 定理 . 

定理 7.3 非 二 部 赋 权 匹配 问题 的 原始 -对 偶 算法 是 正确 的 ,并 且 其 时 间 复 杂 度 为 
Omn? ). ' 已 

例 7.4 在 图 7.5(a) 所 示 的 网 络 中 , 弧 (e,，e,，…, es) 上 的 权 向 量 为 c= 二 (8, 9, 8, 7， 
9,4,5, 2, 1). 计算 最 大 赋 权 匹配 . 

计算 过 程 如 下 : 

(1) 首先 初始 化 : 
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zs=0, VY(i, DEA, 


一 4.5， 3 
pe 


及 =0， VY 节点 奇 集 SEOS， 
c=(1, 0,1,2,0,5,4,7,8). 
(2) 此 时 N“ 如 图 7.5(b) 所 示 . 
在 N' 中 找到 增 广 路 2-3, 增 广 后 得 到 rz =1. 继续 在 N' 中 找到 增 广 路 4-5, 增 广 后 得 
到 zu 一 1. 此 时 M= {ee，e) 分 别 对 N' 中 的 暴露 点 1，6，?7 进行 检查 , 得 N' 中 各 节点 的 
标号 如 图 7. 5(c) 所 示 ( 括 号 中 第 1 部 分 表示 标号 , 第 2 部 分 表示 pred, 即 从 何 处 获得 标号 ). 
(3) 由 于 此 时 找 不 到 增 广 路 , 因此 确定 V+ 一 {1, 6, 7}, V- 二 {2, 3, 4, 5}, 其 他 集合 
都 是 多 .此 时 计算 


6 = min{a, as, ar} = 4.5, 


b=%, 
= 


d= min{ct, cl, cr, cH} = 1, 
$= min{d, 0, 06.6) = 
a= (3.5, 4.5, 4.5, 4.5, 4.5, 3.5, 3.5)， 
及 = 二 0 不 变 (Y 节点 奇 集 S, € O05)， 
= (0,0,1,2,0,4,3,6,6). 

此 时 应 当 将 ei 二 (1, 2) 加 入 N' 中 , 继续 标号 得 各 节点 的 标号 如 图 7. 5Cd) 所 示 . 

(4) 由 于 此 时 仍然 找 不 到 增 广 路 , 因此 确定 V* 一 {1, 3, 6, 7},V 一 (2 V 一 (4， 

5}, 其 他 集合 都 是 名 . 此 时 计算 


6 = minfa, ay as, ar} = 3.5, 


oy 


hu = 
人 二 让 一 3， 


& = min(eh, cs cs ch ch} = 1, 
d= min{d, 0, 0,0) =6,=1, 
a (L555 和 57 6 dd .5 2 
及 = 0 不 变 (Y 节点 奇 集 S, € O05)， 
c; = (0,0,0,1,0,3,2,5,4). 
此 时 应 当 将 es 二 (3, 4) 加 入 N 中 , 继续 标号 得 各 节点 的 标号 如 图 7. 5(e) 所 示 . 
(5) 由 于 此 时 仍然 找 不 到 增 广 路 ,因此 确定 六 一 {1, 3, 5, 6, 7}, V 一 {2，4}, 其 他 
集合 都 是 多 . 此 时 计算 
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© ‘ouTER,-) 


(OUTER,—) 


© ‘ouTER,-) 
(0) 
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© ‘ovuTER,—) 
(d) 


© ‘ouTER,—) 
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© ‘ovuTER.-) 


COUTER,4) 
(OUTER.—) (INNER. D (OUTER.2) 
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© ‘(OuTER.-) 


(0) 


(OUTER,.—) (IN 


© 


“， TD) UNNER, —) 


© ‘oureR. 


人 > 
图 7.5 非 二 部 图 赋 权 匹配 的 例子 ( 例 7.4) 
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6 = min{fa, a, ass asy ar} = 2.5, 


6 =, 
=min(cs, ch dh} = 0.5min{1, 5, 4} 一 0.5， 
ee 


d= min{d, ,8,0) =6 =0.5, 
d= (hr Bo Bi 人 
二 0 不 变 (VY 节点 奇 集 S, € OS)， 
6 = (0,0,0,0,0,3,2,4,3). 
此 时 应 当 将 we 一 (3, 5) 加 入 N' 中 , 但 继续 标号 时 发 现 节 点 3 和 节点 5 的 标号 都 是 
“OUTER”, 因此 得 到 了 一 个 花 朱 W 二 {3, 4, 5). 
(6) 收缩 花 朱 S, 二 {3, 4, 5), 记 该 节点 标号 为 8. 由 此 得 各 节点 的 标号 如 图 7. 5(fD) 所 示 ， 
(7) 由 于 此 时 仍然 找 不 到 增 广 路 ,因此 确定 V+ 二 {1, 3, 4, 5, 6, 7)，V- 一 (2),， 其 他 
集合 都 是 名 . 此 时 计算 
8 = min{a, ay ayasyaiyor) 一 2， 


6 = 一 co 


6 = Fmin(ets, crs cs eh} = 0.5minf3, 2, 4, 3} 一 1， 


6 一 co 
= min{d, 0,6,0) =6,=1, 
«a= (1,7,2,4,3,1,1), 
BB 二 2,B 二 0 不 变 (VY 节点 奇 集 S; € OS,A 天 1)， 
¢; = (0, 0,0,0,0,1,0,2,1. 
此 时 应 当 将 e; 二 (4,7) 二 (8, 7) 加 入 N” 中 , 继续 标号 ， 如 图 7. 5(g) 所 示 . 
(8) 在 N' 中 找到 增 广 路 1-2-8-7, 增 广 后 得 到 zs 二 1, z==0, zss 二 1, zs 二 0, zn 一 
1. 此 时 M={e,e,，e;}, 去 掉 所 有 节点 的 标号 , 并 重新 开始 标号 , 得 到 N 中 各 节点 的 标号 
如 图 7. 5(h) 所 示 . 
(9) 由 于 此 时 找 不 到 增 广 路 , 因此 确定 V* 二 {6), 其 他 集合 都 是 扣 . 此 时 计算 


人 =m =1, 
8 一 co 
人 一 co， 


人 = min{cis, oH} = min(1, 1} = 1， 

= min{d, ,0,0) 一 和 一 6 一 1， 

a= (1,7,2,4,3,0,1), 

BB 二 2,B 二 0 不 变 (VY 节点 奇 集 Ss € O05,k& 关 1). 


| 
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此 时 满足 条 件 (7. 18), 因此 得 到 了 最 优 解 M= te ，e，e) 口 

复杂 度 分 析 : 前 面 说 过 ,|OS| 二 2"' 一 n, 所 以 a 的 维 数 是 n 的 指数 函数 . 幸运 的 是 , 我 
们 在 算法 中 并 不 需要 同时 对 a 的 所 有 分 量 进 行 操作 ,因此 最 后 得 到 的 算法 的 复杂 度 为 
OGmm)，, 仍然 是 多 项 式 时 间 算法 . 

从 历史 上 看 , 非 二 部 赋 权 匹配 算法 也 是 由 Edmonds 于 1965 年 首先 提出 的 ， 当 时 给 出 
的 算法 的 复杂 度 为 OCm'). 此 后 , 许多 研究 将 算法 的 复杂 度 不 断 改进 为 OCmm?)，OCn ) 等 . 
目前 求解 非 二 部 赋 权 匹配 问题 的 复杂 度 最 低 的 强 多 项 式 算 法 的 复杂 度 最 好 为 OCmn 十 
到 logm). 对 于 完全 图 , 由 于 m 二 O(n?*), 所 以 复杂 度 为 OCm). 而 且 可 以 看 出 , 这 一 结果 与 二 
部 赋 权 匹配 算法 的 复杂 度 是 一 样 的 . 从 这 个 角度 来 看 ,二 部 赋 权 匹配 与 非 二 部 赋 权 匹配 在 
算法 的 复杂 度 上 没有 本 质 的 区 别 . 


练 习 题 


1. 某 家 汽车 公司 上 午 和 下 午 各 有 "次 班车 运行 , 分 别 由 个 司机 驾驶 (每 个 司机 上 下 
午 各 出 车 一 次 ). 班车 的 运行 时 间 有 长 有 短 , 因此 当 某 个 司机 上 下 午 出 车 时 间 之 和 超过 8 h 
以 后 , 公司 必须 付 给 该 司机 一 定 的 加 班 费 (元 /h). 如 果 你 是 公司 经 理 , 你 如 何 安 排 司机 出 
车 , 使 得 公司 付出 的 总 的 加 班 费 最 少 ? 这 一 问题 是 否 可 以 用 匹配 问题 的 模型 来 描述 ? 

2. 在 战争 中 , 经 常 需 要 确定 空中 多 个 运动 物体 (如 飞机 和 导弹 等 ) 的 运动 速度 和 方向 . 

-种 可 能 的 方法 是 在 较 短 的 时 间 间 隔 内 两 次 拍摄 空中 运动 物体 的 照片 ， 然 后 确定 两 张 照片 
中 物体 的 对 应 关系 ， 以 便 计 算 物 体 的 运动 速度 和 方向 . 为 了 确定 两 张 照片 中 物体 的 对 应 关 
系 , 一 般 可 以 依据 下 面 的 假设 : 两 张 照片 中 对 应 物体 之 间 的 距离 的 平方 和 最 小 . 请 用 匹配 
问题 的 模型 对 这 一 问题 进行 建 模 . 

3, 在 装 箱 问题 中 , 如果 已 知 待 装 物 体 的 尺寸 都 大 于 1/3 (假设 箱子 的 尺寸 为 1), 证 明 
此 时 装 箱 问 题 可 以 转化 为 匹配 问题 . 

4. 证 明 : 在 一 个 8X8 的 正方 形 中 删 去 两 个 位 于 对 角 上 的 1X1 小 正方 形 后 , 不 能 用 1X 
2 的 长 方形 正好 覆盖 . 

5. 考虑 如 下 问题 : 假设 有 个 男人 和 个 女人 , 每 人 都 希望 从 个 异性 中 选择 一 位 自 
己 的 配偶 .假设 每 人 都 对 个 异性 根据 自己 的 偏好 进行 了 排序 ,以 此 作为 选择 配偶 的 基础 . 
当 给 定 一 种 婚配 方案 ( 即 给 每 人 指定 一 个 配偶 ) 后 , 如果 存 在 一 个 男人 和 一 个 女人 不 是 互 为 
配偶 , 但 该 男人 喜欢 该 女人 胜 过 其 配偶 , 且 该 女人 喜欢 该 男人 也 胜 过 其 配偶 , 则 该 婚配 方 
案 称 为 不 稳定 的 . 安排 稳定 的 婚配 方案 的 问题 称 为 稳定 婚配 问题 , 试 设计 有 效 算法 求解 该 
问题 ， 并 分 析 你 给 出 的 算法 的 计算 复杂 度 . 

6. 利用 练习 题 5 的 结果 , 求解 如 下 5 男 5 女 的 稳定 婚配 问题 : 用 矩阵 M 表示 男人 对 
女人 的 排序 (序号 越 大 表示 喜欢 程度 越 高 ), 矩阵 W 表示 女人 对 男人 的 排序 , 给 定 M 和 W 
如 下 : 
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Bs2 1 [5 4 312 
4 5 1 2 si1szs 
M=|4 1 3 2 5|, w=Is 4 1 3 2|. 
YT 入 a 
和 a 
7. 在 如 图 7.6 所 示 网 络 图 中 , 计算 最 大 匹配 . 


图 7.6 第 7 题 图 


8. 在 7.7 所 示 网 络 图 中 , 计算 最 大 匹配 . 
9. 在 如 图 7.8 所 示 网 络 图 中 , 计算 最 大 匹配 . 


> 


图 7.7 第 8 题 图 图 7.8 第 9 题 图 


10. 在 一 个 nXn 的 方 阵 中 , 两 两 不 同行 不 同 列 的 n 个 元 素 的 集合 称 为 该 方 阵 的 一 条 对 
角 线 . 在 下 面 的 方 阵 中 求 一 条 对 角 线 , 使 得 其 对 角 线 上 元 素 的 和 最 大 . 
531 
2 2 4 
4 1 5 
6 4 5 
4234 2 

11. 已 知 不 同 工 人 ( 行 ) 完 成 不 同 工 作 ( 列 ) 的 利润 矩阵 如 下 , 求解 指派 问题 ， 使 得 总 的 
利润 最 大 . 


口 口中 
mowo 


Nwm 和 人 
EE 
own 
wo wo 
Nomoowo 
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12. 计算 图 7. 9 中 的 最 大 赋 权 匹配 . 

13. 对 于 无 向 三 (V, A) 中 的 匹配 M， 如 果 
VGi, 门 EA\M,， MU{G 门 } 不 是 一 个 匹配 , 则 称 M 
为 图 N 的 极 大 匹配 . 试 设计 一 个 复杂 度 为 O(m) 的 算法 
求解 极 大 匹配 问题 , 并 证 明 极 大 匹配 的 基数 至 少 是 最 
大 匹配 的 基数 的 一 半 . 图 7.9 第 12 题 图 

14. 一 个 无 向 图 中 的 弧 覆 盖 是 指 图 中 的 一 个 弧 子 
集 , 该 弧 子 集中 的 所 有 弧 的 端点 集合 等 于 无 向 图 的 节点 集合 . 无 向 图 中 的 弧 数 最 少 的 弧 覆 
盖 称 为 最 小 弧 覆 盖 . 试 设计 有 效 算法 求解 最 小 弧 覆 盖 问 题 , 并 分 析 你 给 出 的 算法 的 计算 复 
杂 度 . 

15. 在 如 图 7. 10 所 示 的 街道 网 络 中 , 站 在 一 条 街道 上 的 警察 可 以 监视 这 条 街道 两 头 的 
路 口 , 请 你 安排 尽 可 能 少 的 警察 , 使 得 所 有 路 口 都 可 以 得 到 监视 . 

16. 无 向 网 络 的 所 有 最 大 基数 匹配 中 , 权 最 大 的 一 个 称 为 网 络 的 最 大 权 最 大 匹配 ， 权 
最 小 的 一 个 称 为 网 络 的 最 小 权 最 大 匹配 . 试 利用 最 大 赋 权 匹配 算法 ,设计 有 效 算法 求解 最 
大 权 最 大 匹配 和 最 小 权 最 大 匹配 问题 ， 并 分 析 你 给 出 的 算法 的 计算 复杂 度 . 

17. 请 设计 一 个 求解 无 向 网 络 上 的 中 国 邮 递 员 问 题 的 有 效 算法 (中 国 邮递 员 问 题 参见 
例 1. 5)， 并 分 析 你 给 出 的 算法 的 计算 复杂 度 . 

18. 在 如 图 7. 11 所 示 的 街道 网 络 中 , 弧 上 的 权 表示 街道 的 长 度 . 请 计算 一 条 最 优 邮 路 
( 即 为 邮递 员 设 计 一 条 最 佳 投递 路 线 ): 


图 7.10 第 15 题 图 图 7.11 第 18 题 图 


索引 及 英文 关键 词 


《1) 按 笔划 顺序 排列 . 
(2) m,n 指 第 m 章 第 n 节 . 


B 人 入 弧 incoming arc 1.2 
Bellman-Ford 算法 4. 3 三 划 
Bellman 方程 4. 2 三 精确 覆盖 3-exact covering 2. 1 
D 亏空 deficit 6.5 
Dijkstra 算法 4. 2 大 M 方 法 big M method 6. 6 
E 子 图 subgraph 1. 2 
Edmons 算法 3. 4 子 集合 问题 subset sum problem 2.1 
Euler 和 矩阵 2. 2 四 划 
F 不 平衡 数 imbalance 6. 5 
Floyd-Warshall 算法 4. 3 中 间 点 6.1 
Ford-Fulkerson 标号 算法 5. 2 中 国 邮递 员 问题 CPP， chinese postman problem 1.1 
K 允许 网 络 admissible network 6. 3 
Kilter 条 件 ( 甫 疯 条 件 , 状态 条 件 ) 6. 4 允许 弧 admissible arc 5. 3 
Kilter 图 ( 甫 疫 图， 状态 图 )6. 4 允许 路 admissible path 5. 3 
Kilter 数 ( 刺 疫 数 ， 状 态 数 )6. 4 内 点 inner vertex 7.1 
Kruskal 算法 3. 2 分 枝 branching 3.4 
L 匹配 matching 7. 1 
Lagrange 松弛 6.5 匹配 问题 matching problem 7. 1 
N 基数 匹配 cardinality matching 7. 1 
NP nondeterministic polynomial 2. 1 赋 权 匹配 weighted matching 7. 1 
NPC (NP-complete，NP 完全 问题 类 ) 2.1 二 部 匹配 bipartite matching 7. 1 
NPH (NP-hard, NP 非 二 部 匹配 nonbipartite matching 7. 1 


匹配 弧 matched arc/edge 7. 1 


困难 问题 类 ) 2. 1 
匹配 点 matched vertex 7. 1 


Pp 
P polynomial 1.4, 2. 1 支撑 子 图 spanning subgraph 1. 2 
Prim 算法 3.2 支撑 分 枝 3.4 
支撑 树 spanning tree 3. 1 
i 支撑 树 形 图 3.3 
Sollin 算法 3. 2 无 后 效 性 2.2 
二 划 无 圈 图 acyclic graph 1. 2 
二 分 算法 2. 2 计划 评审 技术 PERT: project evaluation & review 


二 部 图 bibartite graph 1. 2 technique 4. 1 
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索引 及 英文 关键 词 


五 划 
出 弧 outgoing arc 1. 2 
可 行 支撑 树 feasible spanning tree 6. 6 
可 行 支撑 树 结构 6. 6 
可 行 树 6.6 
可 行 树 结构 6. 6 
可 行 流 feasible flow 5.1, 6.1 
外 向 树 out-tree 3. 3 
外 点 outer vertex 7. 1 
平凡 图 trivial graph 1. 2 
平衡 点 6.1, 6.5 
永久 标号 4. 2 
汇 sink 5. 1,6.1 
生成 子 图 spanning subgraph 1. 2 
生成 分 村 3. 4 
生成 树 spanning tree 3. 1 
生成 树 形 图 3. 3 
节点 node 1.2 
节点 集 node set 1.2 
边 edge set 1.2 
边 割 法 3. 2 
边 集合 edge set 1. 2 
六 划 
交错 树 alternating tree 7. 2 
交错 圈 alternating cycle 7. 1 
交错 路 alternating path 7. 1 
伪 多 项 式 ( 时 间 ) 算 法 pseudopolynomial algorithm 
1.4 
伪 流 pseudoflow 5.1 
全 么 模 TU totally unimodular 2.2 
全 么 模 矩 阵 2. 2 
全 单位 模 TU: totally unimodular 2. 2 
关联 incident 1. 2 
关联 矩阵 incidence matrix 1. 3 
关联 矩阵 表示 法 1. 3 
关键 路 线 法 CPM: critical path method 4. 1 
决策 decision 2. 2 
划分 问题 partition problem 2. 1 


动态 规划 dynamic programming 2. 2 
后 向 弧 或 反 向 弧 backward arc 1. 2 
多 阶段 决策 multi-stage decision making 2.2 
多 重 图 multi-graph 1. 2 
多 重 弧 multiarc 1. 2 
多 重 集 multi-set 1.2 
多 项 式 (时 间 ) 算 法 polynomial time algoriothm 1.4 
多 项 式 归 约 polynomial reduction 2. 1 
多 项 式 问题 类 polynomial problem 1. 4 
多 项 式 转换 polynomial transformation 2. 1 
导出 子 图 induced subgraph 1. 2 
边 导出 子 图 1. 2 
顶点 导出 子 图 1. 2 
当前 弧 current-arc 5.3，5.4 
当前 森林 current forest 5.5 
收缩 condensation 3. 3 
收缩 网 络 condensed network 3. 3 
有 向 途径 directed walk 1. 2 
有 向 转 directed cycle 1. 2 
有 向 路 directed path 1.2 
有 根 树 rooted tree 3. 3 
朱 - 刘 算法 3. 3 
约束 机 器 排序 问题 capacitated machine scheduling 
1.4 
同 构 isomorphic 3. 1,6. 6 
网 络 network 1. 1，1. 2 
有 向 网 络 directed network 1.2 
无 向 网 络 undirected network 1.2 
网 络 计划 技术 4. 1 
网 络 优化 network optimization 1. 1 
网 络 单纯 形 算法 network simplex algorithm 6. 6 
网 络 流 network flow 1.1, 5.1 
自由 弧 free arc/edge 7. 1 
问题 problem 1.4, 2.1 
七 划 
判定 问题 decision problem 2. 1 
完全 图 complete graph 1. 2 
完美 匹配 perfect matching 7. 1 
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批量 问题 lotsizing problem 4. 1 
状态 state 2.2 
状态 条 件 Kilter condition 6.4 
状态 图 Kilter diagram 6. 4 
状态 数 Kilter number 6.4 
状态 算法 out-of-Kilter algorithm 6.4 
花 flower 7.3 
花朵 blossom 7.3 
花朵 收缩 contract 或 shrink 7. 3 
花 苯 stem 7.3 
花 蒂 base 7.3 
运筹 学 operations research 1.1 
运输 问题 transportation problem 1. 1，6.1 
远离 根 节点 的 弧 downward pointing arc 6.6 
连通 connected 1. 2 
不 连通 的 disconnected 1. 2 
连通 分 支 component 1. 2 
连续 最 短路 算法 successive shortest path algorithm 
6.2 
近似 算法 approximation algorithm 2. 2 
近似 比 2.2 
八 划 
拓扑 排序 2. 2 
邻接 表 adjacency lists 1. 3 
邻接 表 表 示 法 1. 3 
邻接 矩阵 adjacency matrix 1. 3 
邻接 和 矩阵 表示 法 1. 3 
邻居 neighbor 1. 2 
供应 点 supply node 5. 1,6.1 
供需 量 supply/demand 5. 1,6.1 
势 potential 6.3，6.6 
单位 容量 网 络 unit capacity network 5. 6 
单位 容量 简单 网 络 unit capacity simple network 5.6 
图 graph 1.2 
有 向 图 directed graph 或 digraph 1. 2 
无 向 图 undirected graph 1. 2 
阶 order 1.2 
奇 点 odd point 1. 2 


孤立 点 isolated vertex 1. 2 
实例 instance 1.4, 2.1 
弧 arc 1.2 
端点 endpoint 1.2 
尾 tail 1.2 
头 head 1.2 
弧 表 arc list 1.3 
弧 表 表 示 法 1.3 
弧 集合 arc 1. 2 
松弛 算法 relaxation algorithm 6. 5 
环 loop 1.2 
穹 图 null graph 1. 2 
宇 绒 void arc 5.1 
线性 规划 linear programming 1.4 
线性 规划 松弛 2. 2 
组 合 优化 combinatorial optimization 1. 4 
贪 焚 算 法 greedy algorithm 2. 2 
转运 问题 transshipment problem 6.1 


转运 点 transshipment node 5. 1, 6. 1 
非 饱 和 推进 nonsaturating push 5. 4 
非 树 弧 nontree arc 3. 1 
非 确定 多 项 式 问题 NP: nondeterministic polynomial 
人 
顶点 vertex 1.2 
顶点 奇 集 odd-set 7. 1 
顶点 集 vertex set 1.2 
饱和 弧 saturated arc 5. 1 
饱和 推进 saturating push 5.4 
九 划 
临时 标号 4.2 
前 向 弧 forward arc 1. 2 
度 degree 1.2 
出 度 outdegree 1. 2 
入 度 indegree 1.2 
指派 问题 assignment problem 1. 1，6.1 
指数 (时 间 ) 算 法 exponential time algoriothm 1.4 
星 形 表 示 法 1. 3 
前 向 星 形 forward star 1. 3 
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反 向 星 形 reverse star 1. 3 圈 cycle 1.2 
标号 算法 labeling algorithm 4. 2 圈 流 cycle flow 5.1 

标号 设 定 算法 label-setting 基础 图 underlying graph 1. 2 

algorithm 4. 2 堆 heap 3.2 
标号 修正 算法 label-correcting 旋转 pivot 6.6 
algorithm 4. 2 距离 函数 distance function 5. 3 

树 tree 3.1 距离 标号 distance label 5. 3 
树 形 图 arborescence 3. 3 辅助 网 络 5. 2，6. 2 
树 弧 tree arc 3.1 本 三 起 
残留 容量 residual capacity 5. 2,6. 2 剩余 surplus 6.5 
残 荆 网 络 residual network 5.2, 6.2 割 cut 1.2, 5.1 
相对 费用 reduced cost 6. 6 割 平面 cutting plane 3. 3 
相 邻 adjacent 1. 2 强 NPC 问题 strongly NPC 2.1 

顶点 相 邻 1. 2 强 可 行 树 strongly feasible spanning tree 6. 6 

弧 相 邻 1.2 强 多 项 式 (时 间 ) 算 法 strongly polynomial algorithm 
背 色 问题 knapsack problem 1. 4，2.1,2.2 1.4 
适 定性 问题 satisfiability problem 2. 1 强 连通 strongly connected 1. 2 
面向 根 节点 的 弧 upward pointing arc 6. 6 循环 流 circulation 6. 4 

十 划 最 大 分 枝 3.4 

准则 函数 criterion function 2. 2 最 大 流 问题 maximum flow problem 5. 1 
容量 capacity 5. 1, 6.1 最 小 人 弧 3.3 
旅行 商 问题 TSP，traveling salesman problem 1. 1。 最 小 人 弧 圈 3. 3 

1.4 最 小 支撑 树 MST: minimum spanning tree 3. 1 
根 root 3.3, 6.6, 7.3 最 小 生成 树 MST， minimum spanning tree 3. 1 
流 flow 1.1, 5.1, 6.1 最 小 树 形 图 3. 3 
流 网 络 5. 1, 6. 1 最 小 费用 流 问 题 minimum cost flow problem 6. 1 
流 值 flow value 5. 1 最 小 费用 路 算法 successive shortest path algorithm 
流量 flow value 5. 1 6.2 
消 图 算法 cycle-canceling algorithm 6. 2 最 小 制 5.1 
益 损 值 2.2 最 优化 optimization 1. 1 


离散 优化 discrete optimization 1. 4 
逐次 通 近 法 successive approximation 4. 3 
途径 walk 1. 2 

配偶 mate，spouse 7. 1 


预 流 preflow 5.4 
预 流 推进 算法 preflow push algorithm 5. 4 最 短路 树 形 图 shortest path arborescence 4.2 


十 一 划 最 坏 情形 性 能 比 ( 最 坏 比 ) 2.2 
偶 点 even point 1. 2 森林 forest 3. 1 


最 坏 情况 分 析 worst-case analysis 1.4 
最 短路 方程 4. 2 

最 短路 问题 shortest path problem 4. 1 
最 短路 树 tree of shortest paths 4. 2 
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策略 policy 2. 2 

编码 encoding 1.4,， 2.1 

装 箱 问题 bin packing probelm 1.4 
于 三 提 

源 source 5. 1,6.1 

瑕 疯 条 件 kilter condition 6.4 
瑕 六 图 kilter diagram 6. 4 

甫 站 数 kilter number 6. 4 

瑕 疯 算 法 out-of-kilter algorithm 6.4 
简单 图 simple graph 1.2 

路 path 1.2 

路 流 path [low 5. 1 

输入 长 度 input length 1.4, 2.1 
输入 规模 input size 1. 4, 2.1 


十 四 划 
需求 点 demand node 6.1 

十 五 划 
增 广 augmentation 5.1,5, 2,7.1 
增 广 弧 augmenting arc 5. 1 
增 广 路 augmenting path 5.1，7. 1 
增 量 网 络 5.2，6. 2 
暴露 点 exposed vertex 7. 1 


十 六 划 
整数 线性 规划 ILP: integer linear programming 1.4， 
2.1 
整数 规划 IP: integer programming 2. 1 


十 七 划 
赢 余 excess 5.4，6.5 


[6] 


[7] 
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